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Plan du cours.

Ce cours s articule en cing chapitres :

1. Etude des récurrences ou éguations aux différences finies. Un grand nombre d’ algorithmes
numeériques sont récursifs. Leurs propriétés se déduisent de la théorie des récurrences. Cette
théorie fait I’ objet du premier chapitre.

2. Etude des fractions continues, simples et genéralisées. Celles-ci constituent une méthode
classique quoique trop peu connue, d accélération de la convergence.

3. Etude des méthodes classiques de triangles. Les algorithmes de triangles sont en fait des
méthodes sommatoires dont certaines, assez anciennes, remontent a Euler, Newton et
MacLaurin. D’autres (Borel, Cesaro), plus récentes, datent du début de ce siecle. Ces
méthodes sont basées sur un ensemble de schémas linéaires de construction des suites {tj} a
partir des suites {s} a accélérer. |ls sont relativement peu efficaces. Pourtant, il est
particuliérement intéressant d’ analyser les raisons de cette relative inefficacité car cela permet
de mettre en oeuvre les améliorations possibles.

4. Etude des agorithmes récents E, ¢, p, A% 6, Levin, GBW, Steffensen. Ceux-ci sont non
linéaires. lIs tiennent d'alleurs leur efficacité de cette non-linéarité. Une attention
particuliere est accordée al’ agorithme € particulierement utile aux physiciens.

5. Etude de quelques exemples qui montrent I’intérét des méthodes non linéaires en analyse
numeérique (calculs de racines, de valeurs propres, d intégrales, de fonctions, etc...).

Afin de ne pas aourdir I’ exposé, nous admettrons certains théorémes, sans démonstration. Les
nombreux exemples exposes permettent d’ailleurs d’ en comprendre tres rapidement |’ énoncé
avec un maximum d’ efficacité.
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| ntr oduction.

Un agorithme peut étre considéré comme un ensemble ordonné d opérations
arithmétiques et logiques qui transforment un ensemble de données en un ensemble de
résultats.

Données — Algorithme — Reésultats

Un grand nombre d’ algorithmes sont itératifs. Cela signifie qu’on calcule les résultats
par approximations successives, engendrant a chaque itération un terme s , de la suite, scalaire
ou vectorielle, {s, s1, S, ...}, Qui converge vers le résultat cherché s.. , limite de la suite. Ce
schéma, simple en théorie, souléve en fait deux questions essentielles :

- Lerésultat final est-il fiable ?
- Est-il atteint aprés un temps de calcul raisonnable ?

1. Fiabilité desrésultats.

Les données étant encodées avec n chiffres significatifs (donc a la précision 10™), le
probléme se pose tout naturellement de savoir si on est en droit d espérer que les résultats
seront également précis avec n chiffres. En fait, il n’en est rien pour deux raisons :

a) Certains problémes sont mathématiquement mal conditionnés. Considérons |’ exemple trés
simple du systéme linéaire de deux équations a deux inconnues :

x+3y=14
3.5x+10.501y = 49.004

dont la solution exacte vaut : x =2 ety = 4. Si on perturbe |égerement le second membre en'y
remplacant le nombre 49.004 par 49.001, on constate que la solution s'en trouve modifiée
radicalement. Elle vaut, cette fois: x = 11 ety = 1! On sait qu’ un ordinateur encode
généralement les données d’'un probleme en commettant une erreur de troncature
correspondant au premier chiffre négligé. Un probléme mal conditionné présente une grande
sensibilité a toute erreur d’ encodage des données en sorte que les résultats sont entachés d’ une
erreur amplifiée parfois considérablement. Dans I’ exemple traité, la cause de I’ erreur réside
danslavaleur proche de zéro du déterminant de la matrice du systéme.

Il en résulte que la matrice inverse possede de grands coefficients qui amplifient la moindre
incertitude sur lavaleur des termes du second membre. En effet, ona:



A =b+Dh=>X =Ab+A'd dou

Cette erreur cesse d' étre négligeable dés que dtm(A) est proche de zéro. Dans I'exemple
choisi, ona:

- 0 10501 —-3000 0 9
o= d ou: X = =
—0.003 —-3500 1000 —-0.003 -3

Un autre exemple classique est celui de la matrice n x n de Hilbert H; = (1/(i+j)) dont les
valeurs propres, et par consequent aussi le déterminant, sont tous proches de zéro dés que n est
grand. Aucun algorithme travaillant avec un nombre limité de chiffres significatifs ne peut
éviter I’écueil que représente le mauvais conditionnement d'un probléme. Sauf si |’on peut
recourir a un logiciel, tel que Mathematica, qui travaille en arithmétique exacte, la seule
parade consiste a augmenter, parfois de facon considérable, le nombre des chiffres significatifs
encodés en recourant aux précisions doubles (16 chiffres) ou quadruples (33 chiffres).

Les systemes chaotiques, en physique, sont, eux aussi, des systemes mal conditionnés : ils
présentent la sensibilité aux conditions initiales qui rend toute prédiction de I'évolution du
systéme impossible au-dela d’ un temps parfois tres court.

b) Certains algorithmes sont instables.

On se gardera de confondre cette situation avec celle décrite au point @) ci-dessus. Cette fois,
le probleme mathématique posé est bien conditionné mais c'est I'agorithme mis en oeuvre
pour le résoudre qui ne convient pas car il est instable.

On rappelle que le calcul par ordinateur engendre inévitablement deux sources d’ erreurs :

- les erreurs de troncature qui résultent de I’ arithmétique finie du processeur qui I’améene a
remplacer lafraction 1/3 par 0.33333333, par exemple.

- leserreurs d’'arrondi qui proviennent de la soustraction de quantités voisines avec la perte de
chiffres significatifs que celaimplique.

Que deviennent ces erreurs au cours d'un calcul un peu long, comportant des milliers
d opérations arithmétiques élémentaires ? En d autres termes, comment se propagent les
erreurs de troncature et d'arrondi ? On sait que le processeur arrondit par exces ou par défaut
chague résultat intermédiaire en sorte que, naivement, on pourrait penser qu’au terme d un
calcul comportant un tres grand nombre, N, d’ opérations élémentaires, la compensation est a
peu pres exacte. Statistiqguement, chacun sait qu’il n’en est rien et que ce type d erreur croit
lentement comme VN. |l est plutdt rare cependant que cette erreur altere le résultat de facon
grossiére. L’erreur qu’introduit un algorithme instable est beaucoup plus grave que cela. Elle
peut croitre selon une loi f(N), exponentielle, par exemple, beaucoup plus rapidement
croissante que VN. Nous verrons des exemples ol une erreur de troncature initiale explose
littéralement en cours de calcul au point que plus aucun chiffre calculé n’'est correct dans le
résultat final.



Lorsgu’ un algorithme présente une telle instabilité, il est hors de question de I’ utiliser et il faut
en chercher un autre qui effectue le méme travail de maniere plus stable. Si cet agorithme
n'est pas connu, la seule ressource est, a houveau, de travailler avec une réserve accrue de
chiffres significatifs.

En résume, on distinguera:

- I'instabilité intrinséque d’un probléme liée a son mauvais conditionnement mathématique
gu’ aucun algorithme ne peut lever;

- I'instabilité extrinseque, liée au choix d’un mauvais algorithme pour traiter un probléme qui,
par ailleurs, est mathématiquement bien conditionné.

Remarques pratiques : En |’ absence d erreurs, entrainant |’ arrét du programme (division par
zéro, overflow, underflow, ...) un ordinateur poursuit son calcul jusgqu’a son terme et affiche
un résultat sans se préoccuper d’ aberrations éventuelles liées au mauvais conditionnement du
probléme ou a I'instabilité de I’ algorithme utilisé. Si on ne dispose d’ aucune procédure de
vérification destinée a s assurer du caractére plausible du résultat, il est prudent de procéder a
guelques essais numeériques qui auront au moins le mérite de mettre en évidence d’ éventuels
problémes de précision:

- En modifiant Iégerement les conditions initiales (données) tout en maintenant la précision de
I’ ordinateur constante, on pourra détecter si le probleme présente la sensibilité aux conditions
initiales. Ce serale cas toutes les fois que la solution perturbée s’ écartera progressivement et
parfois méme violemment de la solution non perturbée.

- En maintenant les conditions initiales mais en augmentant le nombre de chiffres significatifs
utilisés au cours des calculs, on s assurera du degré d'instabilité induit par |’ algorithme lui-
méme en comparant le nombre de chiffres altérés dans les résultats.

On agira en conséquence.

2. Problémesliés ala vitesse de convergence del’algorithme.

Il n"est pas toujours facile d’ estimer le temps qui sera nécessaire a un ordinateur pour
effectuer un programme donné. Cela dépend en effet de la rapidité avec laquelle le processus
itératif mis en oeuvre converge vers sa limite. Lorsque ce temps devient prohibitif, il est
déraisonnable de poursuivre les calculs sur base d une vitesse de convergence auss faible.
Une stratégie plus efficace consiste a rechercher par voie théorique dans quelle mesure il serait
possible de remplacer lasuite {sy, &1, 2, ...} lentement convergente, par une autre suite {to ,
t1, t2, ...} qui convergerait beaucoup plus vite vers laméme limite. De telles transformations
{s}—{t} existent effectivement, valables pour une classe éendue d’ algorithmes lentement
convergents. Certaines sont tres anciennes et remontent a Euler et Newton. D’autres,
nettement plus efficacesil est vrai, sont beaucoup plus récentes. C’est un des buts de ce cours
defairele point sur les techniques existantes.



CHAPITRE |

THEORIE DES RECURRENCES.

On appelle récurrence d’ ordre j toute relation du type suivant:
f (Ck 1Ck—1’Ck—2 ""’Ck—j K ) = hk

qui relie j+1 valeurs consecutives de la suite des Cy pour toutes valeurs entieres de k. Cette
récurrence est linéaire si larelation f est linéaire sur les Cy ; elle est non linéaire dans le cas
contraire. Dans le cas ou €elle est linéaire, elle est homogéne s |e terme indépendant des Cy
est absent et elle est a coefficients constants si f ne dépend pas explicitement de k. On
reconnait une terminologie déa utilisee dans la théorie des éguations différentielles. On peut
accroitre I’analogie en introduisant la notation de différence finie A. Pour étre précis, nous
introduisons les opérateurs E et A suivants:

EC, =C., d'ou on tire: E"C, =C,.,

AC, =C,,,-C, d'od £C,=C,,,-2C,,,+C, etc...

En fait, on a de toute évidence: A=E-1.
Aux ordres plus élevés, on trouve sans peine:

£ =(E-12=E>-2E+1
A =(E-1P=E*-3E2+3E-1 etc...

Cesrelations s inversent sans peine sous laforme:

E=4+1
E’=A+24+1
E3=A+3£+34+1 etc...

Elles permettent d’ effectuer |es changements de notations suivants.

Soit par exemple larécurrence d’ ordre trois:
Cis tKCi,; = Ciiy +K°C, =0

On peut la réécrire sous laforme équivalente :



(E3+kE2—E+k2)Ck=O (1-1)
Ou encore, sous cette autre forme, dite aux différences finies, d’ ordre trois:
AC +(k+3)AC +(2k+2)AC, +(k*+k)C =0 (1-2)

Les écritures (I-1) et (I-2) sont équivalentes. L’écriture (I-2) parat avoir I’avantage de
simuler un parallélisme plus étroit avec la théorie des équations différentielles, |’ opérateur A
prenant la place de I’ opérateur de dérivation D. Nous verrons au 8l-1-1 qu’il est pourtant
préférable de s’ en tenir alaforme (I-1).

L’intérét maeur des récurrences provient du fait qu’elles sont facilement programmeées sur
ordinateur. Alors qu'il est plutdt rare de considérer des équations différentielles d ordre
supérieur a deux, nous verrons que les récurrences d’ ordre plus élevé sont d’ un usage courant.
Dans cette étude, nous passerons en revue les récurrences linéaires a coefficients constants et
variables. Par contre nous passerons sous silence les récurrences non linéaires qui sont
nettement plus difficiles a traiter et au sujet desquelles il n’existe que tres peu de résultats
connus utilisables.

|-1. Récurrencelinéaired’ ordren.

Elle s écrit sous laforme générale suivante:

Agn)ckﬂ + Agn_l)ck +eet AEO)Ck—nJrl = hk (|'3)

D’ordre n, elle contient n+1 termes plus, éventuellement, un second membre, h,, indépendant
des Cy. Ses coefficients peuvent, en général, dépendre de k. On peut montrer que les résultats
établis a propos des équations différentielles se transposent sans difficulté. En particulier on
peut montrer que : _

- cette équation posséde n solutions linéairement indépendantes fi(k)=C’ (i=1,2,...,n). On
controle I’ indépendance linéaire de ces n solutions en vérifiant que le déterminant Casoratien
des fi(k) = C" est différent de zéro :

fi(k) fo(k) - fo(k)

D[f,...f,]= fl(kfl) f2(k:+1) fn(k:+1)

f,(k+n-1) f,(k+n-1) --- f (k+n-1)



L’analogie avec la théorie du Wronskien, valable a propos des équations différentielles, est
mieux mise en évidence si on recourt alaforme équivalente suivante :

f, f, o f

n

A, A, A
D[f,..f.]=| ~.* ? "

A, AT, o AT
- la solution générale de I’ équation homogene est la combinaison linéaire des n solutions de
base.

- la solution générale de I’ équation avec second membre s écrit comme la superposition de la
solution générale de I’ équation homogéne plus une solution particuliere de I’ éguation avec
second membre: C,_ = 4CV +...+ 4,C{"™ +sol .part. ¢, .

- on détermine la solution de fagon unique en imposant un jeu de n conditions initiales (ou aux
limites), par exemple en fixant les valeurs de Cy, Cy,..., Cn1 Ce qui permet de déterminer la
valeur des coefficients Ai.

Le cas ou les coefficients de la récurrence sont constants est particulierement important car il
autorise une solution exacte de larécurrence.
[-1.1. Récurrence linéaire homogéne a coefficients constants.

Larécurrence linéaire homogéne a coefficients constants s écrit:
(n) (n-1) (0) _
AVC  +A"C +--+A"C .., =0 (1-4)

On peut montrer que I'équation (I-4) posséde des solutions exactes qui S écrivent sous la
forme d’ exponentielles-polyndmes. Commencons par rechercher les solutions qui s écrivent
sous la forme o exponentielles pures de la forme C,=z ol z est une constante & déterminer.
Introduisant cette forme dans |’ équation (1-4), on trouve de suite | 'équation polynomiae
caractéristique dont les racines livrent les valeurs permises pour z :

Az AN ANz A =0
Ses racines, réelles ou complexes, se notent z,...,Zn.

Lorsque ces racines sont toutes distinctes, on a manifestement trouveé les solutions cherchées
sous laforme:

cV=z" (i=1..n)

Elles sont certainement linéairement indépendantes car leur Casoratien se réduit a un
déterminant de Vandermonde, non nul :



=
|

D= : =2zt T T2 2]z -2)=0
ZI1<+n—1 Z:+n—l Z;_l Zr?_l i<j

Lasolution générale s écrit alors sous laforme::

Co= AT+t A2

ou les coefficients A; dépendent des conditions initiales.

Lorsgue deux ou plusieurs racines sont confondues, on montre qu’ une racine de multiplicité p
donne naissance a w solutions indépendantes qui s écrivent sous laforme::

Z‘k"  avec w=01,.,u—-1

Exemple 1 : Pour fixer lesidées, résolvons larécurrence suivante :

C.,—5C +8C,,-4C, ,=0

L’ équation caractéristique s écrit : z°- 52°+8z-4=0.

Sesracines valent :
CY = k2"
C|£2) — 2k

z,=1 (smple)» C¥=1=1

z,=2 (double)e{

On vérifie facilement que les 3 solutions trouveées satisfont la récurrence. La solution générale
S écrit donc sous laforme::

C, = A+ u2“ +1k2"

LescoefficientsA, u et v dépendent des conditionsinitiales. Par exemple, si onimpose::
Co=1,C =3¢t C,=-1, on écrit le systeme :

C=A4+u=1
C,=A4+2u+2v=3
C,=A4+4u+8v=-1

qui serésouten:A=-9, u=10et v=-4.
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Exemple 2 : cet autre exemple montre ce qui se passe lorsgue les racines sont complexes.
Soit arésoudre :

C..—2C +2C,,=0

L’ éguation caractéristique s €crit :

Z>-2z+2=0, dont lesracines, simples, valent: z1,=1+i (simples).

Lasolution générale de la récurrence peut s écrire sous laforme:

C, = AL1+i)+u(1-i)

On peut lui substituer une forme équivalente qui €lude la notation complexe. En effet, on a
1+i=+/2e* d'ou:

C, = 2"/ 4 2 e

soit encore, en groupant les termes autrement :

C, =4 V2" cos¥z + 4/ V2" sink

Si les conditions initiales imposées par le probléme sont, par exemple : C;=0 et Cy=1, on
trouve facilement :

C_,=(A /2)cosz—(u 1/2)sinz=0 d ol A=y
C,=A=1

dol : C, =+2"(cos +sin)

soitlasuite: C;=0;Cp =1;C; =2;C, =2;C3=0;C4 =4 ...
qui résout le probleme posé. Cette forme exacte permet le calcul de Cyoo , par exemple, sans
avoir aitérer larécurrence.

[-1.2. Récurrencelinéair e a coefficients constants avec second membre.

Lorsqu’ on adjoint un second membre a la récurrence (1-4), elle cesse d'étre homogene. |l
convient donc d’ ajouter a la solution générale de I’ équation sans second membre, une solution
particuliére de I'équation complete. Cela peut se faire par la méthode de variation des
constantes, habituelle en théorie des équations différentielles. Nous n’insistons pas sur ce

point. Toutefois si le second membre est une exponentielle polynéme du type Z*P(k), une

11



solution particuliére @y posséde la forme : Z*Pol (k)k% ol o est la multiplicité de Z comme
racine de I’ équation caractéristique de la récurrence homogéene.

Exemple : Nous avons appliqué cette méthode a la récurrence suivante, présentant trois
seconds membres distincts. Nous avons trouvé successivement :

k?+1 = ¢, =k(ak*+ pk+7)
Ck+l_5Ck +8Ck—1_4ck—2 = (_1)k( k2 +1) =0 = (_1)k(ak2 +ﬂk+ 7)
2(k*+1) =@ =2K*(ok* + pk+7)

Dans chacun des trois cas envisageés, il reste a substituer la forme trouvée pour ¢k dans la
récurrence inhomogene afin de trouver la valeur des coefficients o, et y qui conviennent.

[-1.3. Récurrencelinéaire a coefficients variables.

Lorsque les coefficients de la récurrence sont variables avec k, les choses se compliquent
singulierement. Il n'est, en général, plus possible de trouver une solution exacte a la
récurrence, méme homogeéne :

A((n)CkH + Ain_l)ck R AEO)Ck—ml =0 (1-9)
Seul le cas de larécurrence d ordre 1 est soluble exactement. En effet, ona:

Ail)CkJrl + AEO)Ck =h, (1-6)
L’ équation homogene se réécrit :

Cin = _[AEO) / Agl)k:k

gue |’ on peut sommer exactement sous laforme::
k

Cet = (1) [ J[AV 1 A®]
i=0

Reste a trouver une solution particuliere de I’ équation compléte. On vérifie sans peine que la
forme suivante convient :

D1 =(—1)kH[A(0) / A(l)] z ( ~1)'h,

= AT A

Lasolution générale de I’ éguation (I-6) s obtient en combinant les deux expressions trouvees:
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SRS § (RIS [N i i
i=0

= A1<1>H A(O)/A(l)]

Elle contient évidemment une constante arbitraire Co qui est lavaleur initiale de Cx en k = 0.

Remargue : En posant k = -1 dans I’ expression de la solution générale, on retrouve bien la

1 -1
valeur initiale Co & condition de poser conventionnellement: > =0 e J[=1.
=0 i=0

Exemple : soit arésoudre larécurrence :
C+(k+1)C =k

On trouve la solution générale :

Cuns =(-1)"(k+ 1) [ —z((;jm

Dans les cas ou aucune solution exacte n’ est connue, on est amené a rechercher la solution par
voie numeérique ce qui souléve un certain nombre de problémes que nous allons éudier.

|-2. Comportement asymptotigue des solutions d’ une r écur rence.

Considérons la récurrence homogeéne a coefficients variables (I-5). Elle posséde n solutions
linéairement indépendantes que nous noterons C®, C @, ..., C", prises dans un ordre que
nous préciserons ultérieurement. 1l n'est généralement pas possible de trouver une forme
exacte pour les C". Toutefois, on verraqu’ on peut, dans un grand nombre de cas, déterminer
leur comportement asymptotique as"’(k) défini de telle maniére que :

lim C"/as”(k) = constante, pour k tendant vers I’infini et pour tout i =1, ..., n.

La récurrence (1-5) étant linéaire, toute combinaison linéaire de ces n solutions est encore
solution de (I-5). Au total, la récurrence possede une n-uple infinité de solutions, toutes de la
forme:

ACH + .+ A,C".

Le point fondamental est le suivant : toutes ces solutions ne possedent pas nécessairement le
méme comportement asymptotique. En fait, il y a, au plus, n asymptotes différentes. Nous
appellerons systéme fondamental de solutions G, C@, ..., G un ensemble de n solutions
linéairement indépendantes tel que le produit de leurs asymptotes sera de croissance minimum
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lorsque k tend versI’infini. Lanumérotation des asymptotes se fait conventionnellement dans
I’ ordre des dominances décroissantes. Symboliquement, on note:

asI(k) > asP(k) > ... > as"(k)

Lorsque deux asymptotes appartenant au systéme fondamental ne sont pas contrastées en
module, elles le sont obligatoirement en phase. Le signe = note symboliquement ce cas.

Lasolution G\ , d’ asymptote as¥(k), est dite dominante;

lasolution ", d’ asymptote as™(k), est dite dominée; _

les autres solutions C¢?, ..., C™Y sont dites intermédiaires, avec ¥ qui ne domine jamais
" lorsque i>j.

On définit (n-1) facteurs de contraste entre solutions contigués C " et C,*:

o =c*c®  pouri=1,2, .., n1

Lorsque k — o, les p,) ne tendent vers zéro que si les solutions C" et C(*? sont contrastées
en module.

Pour clarifier ces notions, nous reprenons |’ exemple de larécurrence, déja envisagée:
C.,—-5C, +8C,,-4C, ,=0

Sa solution générale s écrit sous laforme :

C, = A+ u2" +1k2" (1-7)

Les trois solutions contrastées sont manifestement dans |’ ordre des dominances décroissantes :

C{M = k2"
C'EZ) — 2k
c¥=1

Les contrastes valent respectivement 1/k et 2*. Dans ce cas trés simple, les asymptotes
coincident avec les solutions exactes mais cela cesse d’ étre le cas lorsgue la récurrence n’ est
plus a coefficients constants.

La solution générale (I-7) posséde un comportement dominant des que v#0 et un
comportement sous-dominant des que v=0. Pour y voir plus clair, déterminons |es coefficients
A, u et v en fonction des conditionsinitiales.

On écrit par exemple :
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Co=h+u A=C,—4C_ +4C_,
C,=A+3iu—3v = u=4C,-4C,
C,=A+su—3V v=2C,-6C, +4C,

- Toutes les solutions dominées sont caractérisées par v=0 et u=0. Elles exigent que I’ on ait:
Co=C.1=C.,. Il y a donc une simple infinité de solutions dominées, toutes proportionnelles
entre elles.

- Les solutions intermédiaires correspondent a v=0 et u=0 d’ou on tire :

2Co-6C.1+4C.,=0 et C_;#C.,. Il y adonc une double infinité de solutions intermédiaires.

- Les autres solutions, caractérisees par v-0, sont dominantes. |l 'y en aunetriple infinité.

Il est clair que s I’on choisit les conditions initiales au hasard, on a toutes les chances
d’ engendrer une solution dominante. Autrement dit, les solutions dominées sont beaucoup
plus «rares» que les autres. |l faut savoir que dans un grand nombre d'applications
physiques, ce sont précisément les solutions dominées qui sont importantes du fait de leur
comportement asymptotique privilégié.

Un probléme similaire se présente, en physique, lorsqu’on résout I’ éguation différentielle de
Schrodinger: ™+ (E-V) p=0. Etant du second ordre, elle possede deux solutions linéairement
indépendantes 1 et y» qui possédent des comportements asymptotiques différents aux grandes
valeurs de x. Précisément, la solution physiquement acceptable est celle qui décroit le plus
vitea I’infini : ¢’ est a solution dominée (cfr 8V-4 pour un exemple).

On formule la généralisation de ces résultats de la maniére suivante. Revenons, pour ce faire,
alarécurrence (I-5) de solution générale : C = LGP + 1,62 + ...+ A,C .

Cette solution posséde un comportement asymptotique dominant as'(k) si A120. Si A,=0 et
A2#0, elle posséde le comportement asymptotique sous-dominant as?(k). Si A1=A,=0 et A520,
etc... . Il existe donc une n-uple infinité de solutions dominantes possédant |’asymptote
asP(k), une (n-1)-uple infinité de solutions d’ asymptote as®(k), ...enfin une simple infinité de
solutions dominées d’ asymptote as"™(k), d'ailleurs toutes identiques entre elles & une constante
multiplicative prés.

Il est possible d’exprimer ces considérations autrement encore : pour engendrer de fagon
récurrente une solution particuliére de (1-5), il faut partir de n conditions initiales; disons qu'il
faut se donner Co,C.4, ...,Cin.

- Si on veut engendrer une solution dominée C,", il n’est pas question de choisir ces valeurs
arbitrairement. Seul Co peut étre quelconque mais une fois qu'il est fixé, C., ..., Ci.n SONt
imposés. Nous verrons plus loin, un procédé numérique permettant de les déterminer.

- Si I’on veut construire une solution du type C™™ qui est dominée par toutes les autres sauf
par G qu’elle domine, il est possible de choisir Cy et C.; arbitrairement tandis que C., ...,
C1n ne peuvent pas prendre de valeurs arbitraires. Parmi toutes les valeurs que C.; peut
prendre, on exclura cependant celle qui engendre une solution dominée C,(”.

- Et ainsi de suite pour toutes les solutions intermédiaires.

15



- Enfin, s I’on veut construire une solution dominante C,'Y, on peut partir de conditions
initiales arbitraires sauf qu'il faut prendre soin que N’ existe pas entre elles une des relations
qui caractérise les solutions domineées.

Les deux exemples qui suivent illustrent la notion de contraste dans deux cas ou les solutions
exactes de la récurrence ne sont pas connues. Elles sont contrastées en amplitude dans le
premier exemple et en phase dans |e deuxieme exemple.

Exemple 1 : soit larécurrence d ordre 3 :
(k*-2k+4)C,,,—3KC, +(3k*+2k)C,_, —(k*+1)C,_,=0
Elle possede un systeme fondamental de solutions asymptotiques a (pour k—oo):

C ~ k'8 exp(4vk ) = as(k) = solution dominante
C® = k¥* =as? (k) = solution intermédiaire

C® ~ ke exp(-4Vk )=as¥(k) = solution dominée

On verra plus loin comment obtenir ces comportements asymptotiques. Les solutions sont
contrastées en module. Les facteurs de contraste valent respectivement:

P =k exp(-avk)
P2 =k exp(~4Vk)

Exemple 2 : soit larécurrenced ordre 2 :

(k+2)C,.,—(2k+1)C, +kC, , =0

Elle posséde un systeme fondamental de solutions asymptotiques a (pour k—) :

CV =~k tep(2ivk)  =[asV(k)=k>"

C? =~k ep(-2ivk) = as?(k) =k

Ces deux solutions ne sont pas contrastées en module et leur numérotation peut, de ce fait, étre
inversée. Aucune combinaison linéaire ne peut évidemment faire apparaitre de contraste.

Toutefois il existe un contraste de phase qui vaut exp(-4iVk). La notion de contraste est
essentielle dans la discussion de I’ instabilité numérique des calculs récursifs.
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|-3. Instabilité numérique des calculs r écur sifs.

L’ informatisation d’un algorithme récursif peut réserver de facheuses surprises. Le lecteur
curieux peut procéder a I’expérience numérique suivante, facile a mettre en oeuvre. On
programme, en arithmétique flottante, dans le mode progressif, la récurrence que voici:

C,.,—5C,+8C,_,-4C,_,=0  (k=0y1,..100)

en partant de deux ensembles de conditions initiales apparemment similaires:

- ler cas: C.,=C;=Cyp=1 (ou 1/2)
- 2eme cas. C,=C.1=Cp=1/3 (ou 1/7)

Dans les deux cas, on devrait trouver que la suite Cy reste constante a sa valeur initidle. En
pratique, on constate que ce n’est effectivement vrai que dans le premier cas ou |’ encodage
binaire des conditions initiales est exact. Dans le deuxieme cas, une erreur se propage et
s amplifie de fagcon dramatique dans |e calcul.

Le programme Mathematica suivant fait quelque chose de similaire en travaillant sur des
conditions initiales exactes ou approchées.

co[k_]:=co[k]=5 co[k-1]-8 co[k-2]+4 co[k-3]
{co[0]=1/7;co[1]=1/7;co[2]=1/T};
Table[co[i] {i,0,9}]

(U7,07,07,17,17,17,17,17,17,17}

Clear([co]

co[k_]:=co[k]=5 co[k-1]-8 co[k-2]+4 co[k-3]
{co[0]=N[1/7,6];co[1]=N[1/7,6];co[2]=N[1/7,6]};
Table[N[co[i],6].{i,10}]

{0.142857,0.142857,0.14286,0.1429,0.1429,0.143,0.14,0.1,0.x10™,0.x10"%}

On observe un phénomene de pollution progressive des résultats.

Pour élucider ce phénomeéne, nous étudions |’ exemple similaire de la tabulation de la fonction
de Bessel Jy(x). Le probleme se pose de lafagon suivante : on désire publier une table de la
fonction Jy(x) pour diverses valeurs de la variable x (dans ce qui suit, on se limiteraalavaleur
x=1) et pour n =0, 1, 2, ..., 10. On sait gqu entre les J, d'indices n successifs, il existe une
relation récurrente d’ ordre deux que I’ on compte mettre a profit pour calculer b, J, Ji, ..., Jio
une fois connues les valeurs de J et J;. Celles-ci doivent faire I’objet d’un calcul préaable
par une méthode quel conque.
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Cette récurrence s écrit :

2n

‘Jn+1_7‘Jn+‘Jn—l =0 (|'8)

Concretement, on injecte les valeurs J, et J;, calculées initidlement avec m chiffres
significatifs, dans la récurrence (I-8) et on espére que les valeurs suivantes J, J, ... sortiront
avec m chiffres exacts. Par exemple pour x=1, on a avec huit chiffres corrects :

J(1) =0.76519768... et  J(1) = 0.44005058...

La récurrence (1-8) appliguée progressivement a ces conditions initiales fournit les valeurs C,
gui sont consignées dansla Table I-1, que I’on comparera aux valeurs exactes J,(1).

n Jn(2) Cn

0 | 7.6519768E-01 7.6519768E-01
1 | 4.4005058E-01 | 4.4005058E-01
2 | 1.1490348E-01 1.1490348E-01
3 | 1.9563354E-02 1.9563340E-02
4 | 2.4766389E-03 2.476560E-03
5 2.4975773E-04 2.49140E-04
6 | 2.0938338E-05 1.4840E-05

7 | 1.5023258E-06 -7.106E-05

8 | 9.4223441E-08 -1.00E-03

Tablel-1.

On constate une forte dégradation des résultats a mesure que n augmente. C’est un exemple
de pollution catastrophique des résultats qui est typique des calculs récursifs mal maitrisés.
Cette pollution n’arien a voir avec la classique propagation des erreurs d arrondis, inhérente a
tout calcul numérique, mais qui ne présente jamais un caractere aussi dramatique.

Pour étudier de plus prés les causes profondes de ce type d’ instabilité numérique, nous partons
delarécurrence (1-8) qui aservi de base a notre exemple:

2n

C,.,-=C+C, ,=0 (1-9)
X

n

Etant d ordre deux, cette récurrence possede deux solutions linéairement indépendantes, a
savoir les fonctions de Bessel de premiere et deuxieme espece J, (x) et Yn(x). Sa solution
générale s écrit donc :
C,=A43,(xX)+ 1Y, (x)

Les coefficients A et u se déterminent d’ apres les conditions initiales imposees. Du fait que
I”’on achoisi Co=J et C;=J;, on s attend a ce que C,=J, pour tout n. Ce serait effectivement le
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cas s le calcul était mené rigoureusement en arithmétique infinie. Toutefois la réalité est trés
différente puisgue I’ ordinateur travaille toujours en précision limitée (8 chiffres dans notre
exemple). Il en résulte que les conditions initiales réellement encodées sont un peu différentes
decellesquel’on avait en vue. Enréalité, elles s écrivent :

C,=Jy(1-¢€)= A3, + uY, et
C,=3,(1-n)= 23, + uY,

oll & et 1 représentent |a précision des conditions initiales, soit ici €,n=10® (des valeurs plus
exactes sont € =~ 8.6 10° et 1 = 1.3 10®). En théorie A devrait valoir 1 et u devrait valoir 0.
En réalité leurs valeurs encodées sont :

PR\ =\ PO 1

J0Y1 - ‘JlYO ‘]1Yo - J0Y1
Il en résulte que la solution, que ces conditions initiales |égérement perturbées engendrent,
differe de C,=J, et qu elle vaut, en réalité :

A premiére vue, on pourrait se montrer satisfait puisgue cette expression ne semble différer de
Ch=Jh que par des termes de |’ ordre de € et de n, soit la précision des conditions initiales. Si
on y regarde de plus prés, on constate que cela est tout a fait faux car la solution Y, domine
tres fortement J, en sorte que lorsque n augmente, la solution dominante non désirée Y, pollue
progressivement et dramatiqguement la solution dominée cherchée J,. Ceci est dO a la
différence de comportements asymptotiques de Y, et de J,. On verra plus loin comment
déterminer les asymptotes d’ une récurrence telle que (1-9); il suffit pour I’instant de savoir
gu’ elles s écrivent respectivement :

Y, =asP(n)=(2)"I'(n) (asymptote dominante)
J, =as?(n)=(2)"/ (n+1) (asymptote dominée)

Le contraste entre J, et Y, est saisissant; il vaut:

o (x/2)F
" r(n)(n+1)

C'est lui qui fixe le degré de pollution de J, par Y, : I'erreur absolue commise est de I’ ordre
de PY,, ol P est laprécision de I’ ordinateur (soit 10 dans |’ exemple traité ci-dessous).

L’ erreur relative s en deduit : erreur relative= P |Y n/Jy| = Plpy
Pour x = 1, on trouve : erreur relative = n!(n-1)!10°%/0.5™ (1-10)



soit en pratique les ordres de grandeur suivants :

erreur relative
4.10°
3.210"
7.610°
3610
3.10*

3511
Tablel-2

OO~ [WIN|F|D

Comparant les valeurs de J, et celles de C, telles qu'elles figurent dans la table I-1, on
remarque que la formule (I-10) prédit correctement |I’ordre de grandeur de la catastrophe
lorsgue n est suffissmment grand. On y voit un premier intérét de pouvoir déterminer les
asymptotes d'une récurrence. On en découvrira un deuxieme lors de I’ é&ude de I’ agorithme
de Miller. L’exemple précédent révéle une propriété générale des récurrences linéaires, a
savoir :

le calcul récursif progressif n'est stable que pour les solutions dominantes C_k(l) de la
récurrence étudiée; il est instable pour toutes les solutions non dominantes C (i>1) et
I'erreur relative commise vaut a chaque pasdel’ordrede P | c/c |,

Autrement dit, les solutions non dominantes ne peuvent étre calculées de fagon stable par la
procédure récursive progressive : elles sont en effet automatiquement polluées par la solution
dominante, I’ ordre de grandeur de la pollution étant donné par le facteur de contraste entre la
solution cherchée et la solution dominante. Si ce contraste n’est pas trop sévere, on peut
guand méme envisager le calcul progressif avec une erreur modérée; s'il est sévére, on doit
recourir a un algorithme spécial di a Miller, que nous allons étudier.

|-4. Algorithme de Miller ssmple.

L algorithme de Miller calcule de fagon stable nt+1 valeurs Cy, Cy, ..., C, de la solution
dominée d'une récurrence. L’idée est des plus simples. elle consiste a essayer la récurrence a
rebours, donc dans le sens régressif, en sorte que la solution dominante devienne dominée et
inversément. Deux questions se posent alors:

- A quellevaleur N de n faut-il démarrer le calcul régressif ?
- Quelles conditions initiales faut-il adopter pour Cy et Cn+1 ?
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Nous verrons plus loin comment répondre a la premiere question. En attendant contentons-
nous de prendre N suffisamment grand, quitte a augmenter sa valeur par la suite pour mesurer
la modification que cela entraine sur les valeurs cherchées de Cy, Cy, ..., C.

Miller répond a la deuxieme question en choisissant des conditions initiales arbitraires, par
exemple Cy=1 et Cn+1=0"! Celaimplique qu’au début, I’ algorithme calcule une combinaison
linéaire arbitraire des solutions dominantes et dominées. Mais, tres vite, la solution dominée
va polluer toutes les autres au point gu’ elle sera seule présente al’ arrivée pour peu qu’' on ait
choisi N suffisamment grand. |l suffit alors de renormaliser la suite trouvée en gjustant C, a
la condition initiale imposée. Si lefait d’augmenter N modifie la suite C,,, Cy.4, ..., C1, Co ala
précision demandée, €, c’est que N n'a pas été choisi suffisamment grand. En pratique, il
faut choisir N tel que le contraste p entre les solutions dominantes et dominées satisfasse la
relation suivante qui fixe N :

Prial pr=€"°

Justifions ce qui vient d’ étre dit.

Lasolution générale de larécurrence (1-9) étudiée s écrit sous laforme :
C,=A4J, +uy,

Considérons la solution particuliere correspondant aux conditions particuliéres imposées par
I’ algorithme de Miller :

C, =1=A3, +uY,
Chn=0=Ay, + 1Yy,

On en déduit lesvaleursde A et de . :

l:_ YN+1
YN‘]N+1 _YN+1JN

JN+1

YN‘JN+1 _YN+1‘JN

‘L[:

d’ ot on déduit la solution engendrée dans ces conditions :

_ _‘]N+1Yn +YN+1‘]n
) _YN‘]N+1+YN+1‘]N

C

expression que I’ on modifie comme suit :
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Cn — YN+1 [ ) _Yn ‘]N+lj
‘]NYN+1_YN‘JN+1 YN+1

— YN+1 J (1_LJN+lj
‘]NYN+1_YN‘JN+1 ‘]n YN+1

_ /Un(l— pN+1]

[

Pn

Si le contraste, p, est suffisant et que N est suffisasmment grand par rapport an, on voit que la
méthode génere, aux basses valeurs de n, la suite J, demandée a une constante multiplicative,
A, pres que |I’on détermine en se servant de la condition initiale Co = Jy qui doit évidemment
étre donnée. On peut recommencer le méme calcul en partant de conditions initiales
guelconques pour Cy et Cy+1 @ les conclusions restent valables. Par cette méthode, J, e, a
fortiori Jo, Ji, ..., Jn-1, SEront corrects ala précision P, a condition de choisir N tel que:

Prna _p
Pn

Revenons al’exemple de larécurrence (1-9) de Bessel. Lecalcul deJ,pourn=0,1, ..., 10
avec huit chiffres exacts, exige le recours a I’ algorithme de Miller. Le facteur de contraste a
étéévauéa:

1

P = 1)inl

On détermine la valeur de N a partir de laquelle I’algorithme de Miller doit démarrer en
résolvant |’ éguation transcendante suivante :

2n _ I ni
Pra 22N 2(n DN _ g avec n=10
o, 27NI(N+1)!
On trouve N = 12. Il importe de bien voir que I’algorithme engendre la suite compléte,
normalisée a Cp= J, SOit :

Ci13=0, Ci2="%*, Cy1, Cyg, Cy, ..., Cy, Cy, Co=Jo.

et que cette valeur de N est telle que Cyp est tout juste correct avec 8 chiffres; les termes C,
précédents (n>10) sont d’ autant moins précis que n est grand tandis que les termes C,, suivants
(n<10) sont de précision croissante a mesure que n diminue.

Celaest visible dans latable I-3 qui liste les valeurs obtenues par cette procédure. Les chiffres
en gras sont exacts.
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n Cn Jo(l)/ Co
13 0.000000000000000E+00
12 4.991679516745441E-13
11 1.198003084018906E-11
10 2.630615105324847E-10
9 5.249250179809506E-09
8 9.422344172603863E-08
7 1.502325817436808E-06
6 2.093833800238928E-05
5 2.497577302112345E-04
4 2.476638964109956E-03
3 1.956335398266841E-02
2 1.149034849319005E-01
1 4.400505857449337E-01
0 7.651976865579670E-01

Tablel-3

Remarqgue : Cet agorithme présente une caractéristique tout a fait remarquable que I’ on peut
d’ailleurs observer sur I’exemple du calcul de J,. Alors que le calcul progressif de J, aurait
nécessité la connaissance de deux conditions initiales, par exemple J, et J;, le calcul régressif
basé sur I’ algorithme de Miller n’en nécessite plus qu’ une seule : J, dans I’ exemple choisi. En
particulier, la valeur de C; = J; surgit tout naturellement de I’algorithme de Miller. En
résume, quand on calcule la solution dominée d' une récurrence par I’ algorithme de Miller, une
seule condition initiale suffit, ce qui est bien naturel puisgue la solution dominée est unique a
un facteur multiplicatif prés. Théoriquement, on pourrait méme imaginer se passer de toute
condition initiadle du fait que les fonctions J, obéissent, comme d'ailleurs la plupart des
fonctions transcendantes, a des formules sommatoires dont un exemple est donnépar la
relation :

Jo(2)+23,(2)+23,(z)+---=1/2  quel que soit z.

La mise en pratique de cette remarque exige toutefois de prendre en compte la vitesse de
convergence de cette série. A cet égard, la formule sommatoire suivante devrait étre plus
performante, vu le comportement asymptotique rapidement décroissant de J, :

Jo(2)+23(2)+232(2)+---=1
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[-4.1 Application au calcul d’intégrales compliquées.
Soit a calculer lesintégrales suivantes (n entier positif) :

e—tt n-1/2

1 ¢
| = dt
" JEIO (t+1/2)"

Analytiquement, seule |y se calcule aisément. On trouve classiquement :

1 (= _ dt
l,=——| e'===1
* Jr '[0 Jt
On peut montrer que les |, obéissent a une récurrence d ordre 2 :

nl,,,—2nl,+(n-1/2)I _,=0

La démonstration en est la suivante. On considere, simultanément, les familles d’intégrales |,

et J, définies par les relations:

—ty 1/ 2

e—tt n-1/2 e

et

1 e
| = dt
" JZL (t+1/2)"

On commence par intégrer |, par parties. On pose, pour cela:

—t —t —t

e e e
u=—n:du=_ n_n n+1
(t+32) (t+32) (t+3)
dV=tn_1/2dt:>V= 1 tn+1/2
n+1/2
Ontrouve:
—ten+l/ 2 —tyn+l/ 2
JRETY - [ et Sdt+n[ Lmdt
Jrn+1/2|% (t+1/2) 0 (t+1/2)
(=0)
douontire:

(n+%)ln =J. +nl .

Par ailleurs, on aauss, en travaillant J, :

1 - e't
J = dit
" \/;J.O(t+1/2)”

(1-11)

(1-12)

(1-13)
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—ten+l/ 2 —tyn-1/2
) J- et tt_ et ' (t+1/2 1/2)OIt

b (t+1/2)“ —h (t+1/2)
I n 1/2 1J‘°° e—ttn—llz
(t+1/2)nl o (t+1/2)"
qui seréduita:
1
J.=J,.,——=I [-14
n n-1 2 n ( )

Eliminant J, entre (1-13) et (1-14), on trouve larelation cherchée :

nl,,-2n,+(n-1/2)I,_,=0

Accessoirement, on trouve, simultanément, la récurrence satisfaite par les J, :
—(2n+1)J,+(n+1/2)J,,=0

La récurrence satisfaite par la suite des I, posséde deux solutions linéairement indépendantes.
On verra plus loin comment déterminer leurs asymptotes qui valent respectivement :

asP(n)=e'® (solution dominante)
as?(n)=e"™ (solution dominée)

Le contraste entre ces deux asymptotes vaut : p = e 22",

Il est donc assez fortement polluant ( ~ 7.6 10° pour n = 10), soit une perte de 4 chiffres
significatifs si on calcule par erreur la solution dominée de facon progressive. Toute la
guestion est donc de savoir si la suite I, est solution dominante ou dominée de la récurrence (I-
12). Lerecoursal’agorithme de Miller s avéreraindispensable dans la deuxiéme éventualité.
Précisément, on détermine le comportement asymptotique des intégrales I, en posant dans leur
définition (I-11) : t=nu® dou: dt=2nudu.

Ontrouve:

n 1/2 2n- 12nu

\/_I (nu?+1/2)"

Aux grandes valeurs de n, le dénominateur se comporte comme::

n"u®(1 n"u®" exp(1/ 2u®)

L’intégrale I, est des lors asymptotique a:
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I, =2Jn/ 75J:exp(—nu2 —1/2u)du ="

ol on a utilisé ce résultat connu : j: exp(—ax® —b/ x? )dx = %\/% exp(—2v/ab)

On observe que I'intégrale |, se comporte effectivement comme une solution dominée de la
récurrence (1-12), ce qui entraine le recours obligé a I’ algorithme de Miller. Supposons, pour
fixer lesidées, que I’ on veuille calculer lasuite g, 14, ..., |10 avec 8 chiffres. 1l faut démarrer le
calcul régressif a partir de Iy = 1 et In+1 = O (par exemple), avec N solution de I’ éguation
transcendante suivante :

e—Zx/ 2N+2

e—2«/70

~107° d ou N=92.

En fin de calcul régressif, on renormalise toute la suite lg, 4, ..., 110 Obtenue en la divisant par
le facteur, lo, qu'il faut pour que lacondition initiale 1o= 1 soit satisfaite.

Remarques:
1) Bien quelarécurrence soit d ordre 2, on aeu aconsidérer qu’ une seule condition initiale, a

savoir lp= 1; ceci était dO au fait que la suite cherchée était dominée. Si on I’avait trouvée
dominante, deux conditions initiales, soit par exemple lp €t |, , auraient été nécessaires et on
n’'aurait pas eu besoin de recourir a1’ agorithme de Miller.

2) On peut tenter de bénéficier de la connaissance du comportement asymptotique de la
solution dominée pour accélérer légérement |’ algorithme de Miller : il suffit de partir des
conditions initiales suivantes, plus optimales pour des raisons évidentes :

Cy=as”(N) e C,,=as?(N+1)

Le gain en précision n’ excede cependant guere un chiffre décimal en sorte que cette remarque
est ignorée la plupart du temps.

1-5. Algorithmede Miller généralisé.

Le cas des récurrences d’ ordre 2 est simple en ce qu’ une solution dominante se calcule par le
mode progressif tandis qu’ une solution dominée se calcule par le mode régressif. Le cas des
récurrences d ordre supérieur a 2 est nettement plus complexe du fait de I’existence de
solutions intermédiaires qui ne peuvent se calculer de facon stable dans aucun des deux
modes. 1l faut, pour les déterminer, recourir a un algorithme de portée plus générale que nous
nous bornons a présenter sans démonstration. On procéde comme suit : soit les n solutions de
la récurrence rangées dans I’ ordre des dominances décroissantes

Ck(l) > Ck(z) >..2 Ck(n) .
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Devant déterminer de fagon stable la solution C,” , on réécrit la récurrence sous laforme d’un
systeme linéaire infini obtenu en posant successivement dans larécurrence: k =i - 1,1, i +1,

. Hors de ce systéme infini, on extrait le systeme tronqué K x K (K suffisamment grand)
qui négligeles Cy d'indicek > K . En notation matricielle, cela donne :

A(_nl—i+l) A(_nl) 0 0 0 0 Cl A(_nl—i )Co et A(—ol)Ci—n
S .0 0 0 C, AMIC -+ AOC
A(f’) A(]“) 0 0 : :
0o . “. 0 P=- A%,
0 0 A% o . A | 0
0 o o0 . : : :
0 0 0 0 (0+)i -2 (n+_ii—+21) CK 0

Les coefficients Co, C., ..., Ci-n qui figurent au second membre sont les conditions initiales
qui, vu I'état de dominance de la solution que I'on a en vue, peuvent étre choisies
arbitrairement afin que le probleme n’ait gqu’une solution. Une fois ces valeurs décidées, il
suffit de résoudre le systéme pour obtenir C,%, ..., G de fagon généralement stable. Si on
augmente la valeur de K, les G d’indice k petit tendent vers des valeurs fixes qui sont les
valeurs cherchées. Naturellement, ce procédé ne donne correctement ¢ que pour k
suffisamment petit devant K. Il est clair, en effet, que C«") ne peut en aucun cas étre correct
puisque dans les dernieres équations du systeme, on aignore destermes. En pratique, |’ erreur
rel gtive c?rlr;mise sur C? vaut dans tous les cas ol il existe un contraste entre les solutions
ceCl:

(i-1) ‘C(i)‘ ‘C(i—l)‘
y == i K k
précision sur C{) = p(Ki—l) TS P

G o

(=23 .. n).

Cette relation est utile en ce qu'elle permet d’estimer la dimension K du sous-systéme a
résoudre pour obtenir C,%, ..., C ") avec une précision donnée. L’erreur relative sur C® est
évidemment nulle puisque I'algorithme de Miller généralisé est équivalent, dans ce cas, au
calcul progressif qui est stable pour la solution dominante.

Exemple 1: soit larécurrence d’ ordre trois déja évoqueée précédemment :
(k*-2k+4)C,,, —3kC, +(3k*+2k)C,_, —(k*+1)C,_,=0

qui, rappelons-le, possede trois solutions linéairement indépendantes respectivement
asymptotiques a:
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CP ~ kW eexp(4Vk )=asP(k) = solution dominante
C® =k¥* =as?(k) = solution intermédiaire

C® ~ k"' ®exp(-4vk )=as?(k) = solution dominée

Toute solution intermédiaire est du type nC? + vC® et exige deux conditions initiales pour
fixer u et v. Pour obtenir cette solution avec dix chiffres exacts dansle domainek =1, 2, ...,
50, il y alieu de recourir a I’ algorithme de Miller généralisé avec K fixé a la valeur, qui est
solution de I’ équation transcendante suivante :

) K% exp(-4vK )

107 =~ p / p¥) =
pK pSO 50_5/8exp(_4@)

On trouve K = 160. Il faut donc résoudre un sous-systeme de dimension 160 pour obtenir
C1?, ..., Cso® avec la précision de 10° exigée. En fait les C® tels que k < 50 sont corrects
avec une précision meilleure que 10™° tandis que les C'? (avec k > 50) sont corrects avec une
précision moindre.

Exemple 2 : Reconsidérons larécurrence a coefficient constant, étudiée au 81-3 :

C,., —9C, +26C, , —24C, , =0

Soit a déterminer numériquement |es solutions suivantes :
- Lasolution dominantetelleque: C,=C.1=Co=1.
Son expression exacte est : Y = 12. 2¢- 27. 3+ 16- 4  d'ol: CyoM = 15195181.

- Lasolution intermédiairetelleque: C.;=Co = 1.
Son expression exacte est : C@ = 4. 2¢- 3.3 dol: C® =-173051.

- Lasolution dominée telle que Co = 1.
Son expression exacte est : C¥ = 2% dot: Cyo® = 1024.

Démarrant I’ algorithme de Miller généralisé a K = 40, on trouve respectivement :
Co® = 15195181 (valeur exacte).

C10? = -173029.26... (p = 9).

C1o® = 1023.993... (p = 11.9).

On vérifie sans peine que les précisions p obtenues sont compatibles avec |e model e théorique.
En effet, les facteurs de contraste valent respectivement (3/4)* et (2/3)* et on abien :

eP = (3/4)* d'ou pin = (K-K) In(4/3) = 8.6, pour la solution intermédiaire.
eP = (2/3)"* d'oll poomince= (K-k) In(3/2) = 12.2, pour la solution dominée.
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L’ algorithme de Miller simple ne fonctionnerait que pour la solution dominée avec le méme
indice de performance.

On voit sur ces exemples gque la notion de contraste entre les solutions d’ une récurrence est
tres importante car elle permet d évaluer le degré de précision des algorithmes de Miller
simple et généralisé. Encore faut-il pouvoir déterminer les comportements asymptotiques des
solutions d’ une récurrence. Ce point fait I’ objet de I’ é&ude des paragraphes suivants.

Avant cela, il reste un mot a dire des récurrences non homogenes. Le principe de la discussion
dans ce cas un peu plus complexe est analogue: il faut connaitre le comportement
asymptotique de la solution particuliére de I’ équation avec second membre et le comparer a
ceux des n solutions de I’ équation homogene. L’algorithme de Miller doit aors étre adapté en
fonction des dominances observées. Nous n’en disons pas davantage ici du fait que nous ne
rencontrerons pas ce cas dans la suite du cours. Le lecteur intéressé se rapportera al’ ouvrage
fondamental de Wimp cité en référence.

Une aternative existe cependant : soit la récurrence inhomogene :

Agn)ckﬂ +..t AEO)Ck—ml = hk
en abrégé : L (Cy) = h(k) soit encore: L (Cy)/ h(k) =1
Onaauss : L (Cys1) / h(k+1) =1

On peut alors ramener le probléme au calcul des solutions d’ une égquation homogene d’ ordre
supérieur d'une unité a celui de |’ éguation de départ :

L (Ciwt) / h(k+1) - L. (CQ) / h(k) = 0.

-6. Détermination des asymptotes d’'une classe éendue de récurrences
linéair es homogenes.

Il est effectivement possible de déterminer les asymptotes d'une classe assez vaste de
récurrences du type (I-5) telles que leurs coefficients peuvent s écrire sous la forme canonique
générale:

AD = iaj,pk_p” (1-15)
p=0

ou r est un entier fixé et ou les g, ne sont pas tous simultanément nuls. Une telle récurrence
est dite de Poincaré de type r. Le cas particulier r=1 est important car il regroupe les
récurrences a coefficients rationnels sur lavariable k. On al’ exemple suivant:

(k*+1)C,,, +(3k-1)C, +k*C,_, =0
d’ une récurrence qui peut effectivement se réécrire sous laforme canonique de type un :
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3 1

1
(1+P)Ck+1+(k P)Ck+ck—1:0 (|‘16)

Une récurrence de Poincaré de typer est dite réguliére si on a en plus que a0 et que a, ¢=0.
Elle est diteirréguliere dans e cas contraire. Larécurrence (1-16) est réguliere.

[-6.1. Asymptotes desrécurrencesréguliéres.

On appelle équation caractéristique de larécurrence réguliére (1-5) I’ éguation algébrique :
an,ozn + Qw—l,ozn_l Tt Gy = 0

Vu que ago# 0 et que anp# 0, cette équation est polynomiale de degré n. Elle posséde donc n
racines, distinctes ou non, réelles ou complexes, peu importe. Dans le cas particulier ou la
récurrence est a coefficients constants, on retrouve |’ éguation caractéristique déja étudiée et
les solutions asymptotiques sont exactes dans ce cas. Plusieurs études, dues a Nérlund,
Birkhoff, Culmer et Turrittin, ont montré que les asymptotes des n solutions linéairement
indépendantes de |a récurrence sont toutes du type :

m-1 m-2 1

as(k)=Z'k"expl ok ™ + Ak ™ +---+7k™ |[(Ink)® (1-17)

ou m est un entier inférieur ou égal au produit ru , u étant la multiplicité de z comme solution
de I’ équation caractéristique, et ou les constantes w, a, B, ..., 1, g doivent étre déterminées par
le calcul. En théorie, on procéde a cette détermination comme suit : on introduit I’ asymptote
(1-17) dans la récurrence et on développe tous les termes en puissances de k™. Ensuite, on
identifie & zéro les coefficients des puissances de k des rangs les plus élevés, ce qui livre en
général les relations qui permettent de déterminer les constantesw, o, 3, ..., M, g. En pratique,
on a effectué ces calculs lourds, une fois pour toutes, dans le plus grand nombre de cas
possibles. Lestables -4 en annexe livrent le résultat complet des calculs pour les récurrences
régulieres au sens de Poincaré du type un (racine z ssmple, double, triple ou quadruple) et des
types deux, trois et quatre (racine z smple). Le mode d’ emploi de ces tables est le suivant :
soit la récurrence réguliere (1-5) telle que ses coefficients revétent tous la forme (1-15). On
forme I’ équation caractéristique possédant n racines:

n n-1 —
o2 +8, 107 +"'+ao,o—0

Chague racine z est obtenue avec sa multiplicité u. On peut alors modifier la récurrence en
posant :

C= Zk Yk -
On obtient une nouvelle récurrence en <y dont I'équation caractéristique possede
obligatoirement une racine de multiplicité w en z = 1. Les tables I-4 ne sont valables que
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lorsque cette opération préalable a été effectuée. En fait, elle doit étre recommencée pour
chague racine z. Il suffit alors d écrire directement |'asymptote en se conformant
scrupuleusement aux branchements prévus dans les tableaux 1-4.

Tous les résultats sont exprimés en termes des symboles 6(p,q) définis par :
o(pa)=2 i,
j=0

(avec 0° = 1 lorsquej et p sont simultanément nuls).
Exemple 1: Considéronslarécurrence réguliere au sens de Poincaré, detype un :

(1-2k*+4k?)C,,,-3C, +(3+2k™)C,, —(1+k™?)C,_, =0

j=3 j=2 J=1 j=0
o = 1 Ao = -3 Qo= 3 Qo = -1
a;, =—2 autres=0 a,=2 8, =0
a;, =4 autres=0 8y, =-1
autres=0 autres=0

L’ équation caractéristique s écrit : 22 - 322+ 3z-1=0
dont laracinez = 1 est triple. On calcule sans peine:
0(00)=0(10)=0(20)=0

o(30)=6 0(01)=0 0(21)=-16
o(40)=36 o(11l)=-4 0(02)=3

Consultant les tables 1-4, on trouve les asymptotes correspondant a ce cas sous la rubrique:
type un, racinetriple, avec Q, = -5/2. Les asymptotes valent :

C;El) - kll/geXp(4\/E)
CIEZ) ~ k34

C? ~ k™8 exp(—-4vk )

Exemple 2 : Pour bien fixer les idées, traitons encore cet exemple ou une racine de |’ équation
caractéristique n’est paségaleal. Soit larécurrence réguliere detypeun :
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C,(+1—(3+E)Ck +2C,, =0
j=2 j=1 j=0
& = 1 &, = -3 o = 2

&, = 0 a, = -2 &, = 0
autres=0 autres=0 autres=0

L’équation caractéristique sécrit : z° - 3z + 2 = 0. Ses racines sont z; = 1 et z, = 2.
L’ asymptote qui correspond az; = 1 se détermine immeédiatement en consultant lestables 1-4 a
la rubrique type un, racine simple.

On trouve sans peine:

C,=k" avec w=-0(01)/0(10)=—(-2)/(-1)=-2
La détermination de |’autre asymptote, qui correspond a z, = 2, necessite de poser

préalablement C, = 2y, . On cherche alors larécurrence satisfaite par yx .
On trouve sans difficulté :

2
2Y1 _(3+E)YK +7%..=0
j=2  j=1 =0
2% =2 . =-3 Q0 =1
a,, =0 31,1:_2 &, =0
dou: ¢(0,1) =-2 et ¢(1,0) = 1.

Consultant lestables I-4, on trouve cette fois: i~ k? d'ol: Cy =~ 2k%
Larécurrence initiale possede donc deux solutions contrastées asymptotiques a:

CM = 2*k? (solution dominante) et

C? = k™ (solution dominée).

[-6.2. Asymptotesdesreécurrencesirréguliéres.

Dans les cas tres nombreux ou la récurrence n’est pas réguliére au sens de Poincaré, soit que
anp est nul ou que ayp I'est (ou les deux), on procede comme suit. On commence par former
I’ équation caractéristique :

A((n)zn-i-AEn_l)Zn_l-i-"'-i- (0) :O
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en ne retenant que le terme principal en k dans chacun des coefficients A, ¢ est-a-dire le
permier terme q,pk'p’r non nul. Il est possible de montrer que I’équation caractéristique
possede n racines de la forme approchée: z = p k* (k étant supposé tres grand), de multiplicité
V.

Pour découvrir les v asymptotes associées a chacune des racines revétant cette forme, on pose:
Cv = p* [T(K)I"° W, que I'on introduit dans la récurrence de départ. On obtient ainsi une
nouvelle récurrence portant sur ‘.

L’ équation caractéristique de cette nouvelle récurrence possede nécessairement une racine de
multiplicité v en z = 1. Les asymptotes qui lui sont associées se calculent par la méthode
décrite plus haut comme si larécurrence satisfaite par yx était réguliere au sens de Poincaré.
Son type dépend des val eurs trouveées pour T.

Exemple1: Soit larécurrence:

qCy.. +4k+1)°C, +qC, , =0

ou ¢ est une constante quelconque; cette récurrence intervient dans la théorie des fonctions de
Mathieu. Ellen’est pasréguliére. Onforme son équation caractéristique :

gz’ +4k’z+q=0

dont on cherche le comportement asymptotique des racines sous la forme : z = p k. On a
donc:

qp2k21' +4pkr+2 + ko =O

- 2t=0est impossible.

- 2t=1+2,dout =2 est possible acondition de prendre : p = -4/q .
- 1+2=0,dolt =-2est possible a condition de prendre: p =-qg/4 .

Les racines cherchées sont donc asymptotiques &: z; ~ -(4/q)k? et z, = -(g/4)k™

Considérant z;, ona p =-4/q et t=2. On posedonc:
C. = (=41 a)[r (k) 7

On trouve pour ¢ , larécurrence:
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Yir — (1K )y, +$—;k‘2( k=1)"%.,=0
j=2  j=1 j=0

3ho=1 a,=-1 8,=0

8,=0 a,=-2 g,=0

8,,=0 a,=-1 8,=0

On détermine |’ asymptote correspondante comme indiqué précédemment (cfr tables 1-4, type
un, racine simple), asavoir : 1 = K, soit au total :

CM = (-41q)“k?

Considérant |’autre racine zp, on trouverait pour |'autre solution le comportement
asymptotique suivant :

C® =(-q/4)k?k™>

On note que la numérotation des solutions tient compte de ce que C domine effectivement
c@.

Exemple 2 : Considérons larécurrence de Bessel déja envisagée précédemment :

Cerr— 2_ka +C, =0
X

L’ équation caractéristique s écrit :

22—2—k2+1:0
X

On pourrait trouver le comportement asymptotique de ses racines en procédant comme dans
I’ exemple précédent. On peut aussi résoudre |’ équation du second degré et trouver :

k2
11/?—1

Aux grandes valeurs de k, on trouve respectivement :

x | x

Z%:

z1i=2kIxsoit:p=2/x et =1
Zz, = x/(2k) soit: p=x/2 et T=-1.
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Traitant séparément chaque racine, on trouve les asymptotes :
CM = (21 x)“I(k) et C® =(x/2) I r'(k+1)

Nous livrons, en annexe, le contenu des tables 1-4 qui permettent de déterminer le
comportement asymptotique des solutions d’ une récurrence linéaire de Poincaré.
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