Introduction al'éude des symétries des éguations
differentielles ordinaires.

SophusLie



Lestravaux de SophusLie (vers 1870).

Les exposes élémentaires qui traitent des méthodes de résolution des équations
différentielles (ou des systemes) le font au coup par coup, accumulant un ensemble de recettes
disparates ou leflair, I'astuce ou la chance jouent un réle prépondérant.

Une méthode systématique, s pas algorithmique, existe cependant depuis plus de 130
ans dont on ne fait curieusement guére état dans les programmes d'enseignement des deux
premiers cycles universitaires. Certes, elle demeure impuissante en face de toute équation
différentielle génériquement insoluble analytiquement mais si la solution existe, elle donne les
meilleures chances de latrouver sans artifice ni intervention du hasard.

Cette méthode, due a Lie, et d'une réelle beauté, est basée sur |'étude des symétries des
équations différentielles. Elle ne possede qu'un point faible qui I'a condamnée a un oubli
provisoire : sa mise en oeuvre peut étre lourde. L'apparition des logiciels de calcul formel a
completement changé la donne et il devient urgent de la diffuser, en particulier auprés des
physiciens, qui ont largement été tenus dans son ignorance.

Cette présentation ne prétend nullement étre compléte. Elle ouvre I'accés au versant
analytique de lathéorie de Lie sacrifiant larigueur alaclarté. Elle ne traite que les éguations
ordinaires mais il faut savoir que la méthode de Lie sétend aux équations différentielles aux
dérivées partielles. Un Notebook Mathematica commenté accompagne ce texte permettant au
lecteur qui le souhaite de reproduire les calculs a son aise. Les aires surlignées en gris
correspondent a des données peuvant étre modifiées a volonté.

Nous résumons la littérature sur le sujet a trois ouvrages qui exhibent des niveaux de
complétude et de lisibilité tres différents:

L'ouvrage de Peter Hydon, "Symmetry Methods for Differential Equations, a
Beginner's Guide" constitue un bon point de départ.

Celui de Hans Stephani, "Differential Equations : their Solutions using Symmetries"
est plus complet tout en demeurant clair, un bon compromis.

La bible est I'ouvrage de Peter Olver, "Applications of Lie Groups to Differential
Equations". 1| est le plus complet et le moins accessible, abusant de notations rébarbatives.

L'idée n'est pas nouvelle de tenter de tirer parti des symétries d'un probléme pour en
extraire lasolution. En algebre, les travaux de Galois font le lien entre la solubilité exacte (en
termes de radicaux) des éguations polynomiales a coefficients entiers et le fait que leur groupe
d'invariance possede une chaine de sous-groupes invariants emboités, G;, qui se termine sur le
groupe identité et qui sont tels que chague groupe quotient G/G,.; est commutatif. |l en
résulte que toutes les équations, jusgu'a l'ordre 4 inclus, sont solubles en termes de radicaux
mais qu'a partir del'ordre, 5, cela cesse d'étre vrai en toute généralité.

A bien des égards, la méthode de Lie sinspire de celle de Galois (plus exactement de
I'extension due a Picard et Vessiot) : elle ambitionne de détecter quelles équations sont
solubles en terme de quadratures. A défaut, elle propose de diminuer autant que possible
I'ordre de I'équation étudiée. Elle révele, en particulier, les intégrales premiéres par une
procédure qui ne doit rien au hasard.



Notion de symétrie d'une équation différentielle.

Qu'appelle-t-on symétrie d'une équation différentielle ? 11 sagit d'un changement de
variables, pouvant porter sur les variables dépendantes et/ou indépendantes, qui laisse
I'équation inchangée. Autrement dit, I'équation sécrit de la méme facon en termes des
anciennes et des nouvelles variables.

Deux questions distinctes sont de voir s de telles symétries existent et, dans
I'affirmative, quelles conséquences on peut en tirer au niveau des solutions. Un premier
élément de réponse a la deuxiéme question va de soi : s une transformation laisse une
équation invariante, la méme transformation appliquée a n'importe quelle solution fournit
encore une solution.

Considérons I'exemple de I'équation différentielle suivante, d'ordre un, qui se résout
par une simple quadrature, (y =dy/dx) :

ye=o(x) = y=[o(x)d+c

Cette éguation est visiblement invariante pour le changement de variable, y—»y+c. On
vérifie de suite que si y est une solution, y+c est également une solution. On voit, sur cet
exemple simplissime, que la constante additive d'intégration est directement liée a I'existence
d'une symétrie de I'équation par transglation de la variable dépendante.

Considérons a présent cette autre équation, d'ordre deux,
Ve =V = y=ce e

Cette fois, c'est latrandation de la variable indépendante, x —x+c, qui laisse I'éguation
invariante. On vérifie que s y(x) est une solution, y(x+c) est également une solution :

y(x)=ce +c,e” - V(ix+c)=(ce e’ +(ce)e”

Ces exemples sont rudimentaires, ce sont les généralisations successives qui sont
intéressantes.

Symétries discrétes et continues.

Reconsidérons I'équation, y . =y : il saute aux yeux que le changement de variables,
x=—x et y=y, lalaisse égaement invariante. Toutefois cette symétrie discréte est porteuse
de fort peu d'information : tout ce qu'elle permet de tirer comme conclusion, c'est qu'il suffit

de résoudre I'équation pour x>0 pour connaitre sa solution pour tout x. A part cela, la
difficulté du probléeme posé n'aen rien diminué.

Aussi étrange que cela puisse paraitre, on ne connait aucune procédure algorithmique
capable de trouver toutes les symétries discrétes d'une équation différentielle. La situation est
tres différente lorsqu'on considere les symétries continues.



Contrairement aux symeétries discrétes, les symétries continues dépendent, par
définition, d'un (ou de plusieurs) parametre(s) qui varie(nt) continiment. On appelle symétrie
de Lie d'une équation différentielle tout changement de variables portant sur les variables
dépendante et/ou indépendante, comportant un (ou plusieurs) paraméetre(s) continu(s), &, et
qui respecte les condition suivantes:

- il laisse I'équation différentielle invariante,

- les valeurs réelles de € définissent une infinité de transformations associatives, possédant
une structure de groupe : 1) la composition de deux transformations livre encore une
transformation du type considéré, 2) une valeur de € (on sarrange habituellement pour que ce
soit 0) correspond a la transformation identité et 3) pour toute valeur de g, il en existe une
autre qui correspond au changement de variable inverse.

Considérons I'équation :
yxx = yxy

Nous verrons bientét comment trouver ses symeétries mais il peut étre utile, a ce stade,
d'en exhiber deux sans justification. Les changements de variables suivants, (x,y) — (x,7),

comportant un paramétre, & ou &, définissent chacun une symeétrie continue :

{;C:Hg] {x:fc—é‘, fzetx Mmoo [x—etg
. 1= L e — e &
y=Yy y=e’y y=e’y

On vérifie sans peine que ces changement de variables :

- laissent I'équation invariante sous laforme, y.. =y.p.

- définissent une structure de groupe pour chague paramétre indépendamment. L'identité et
I'inverse sont clairement définis.

Rien n'empéche de réunir ces deux groupes de symétrie en un seul portant sur les deux
paramétres alafois:

x=xe " +¢ : x=e“(x-¢g)
A e f— e
y=e'y y=e "y

On aurait pu étre tenté de définir des symétries beaucoup moins restrictives, reposant
sur un changement de variables paramétrique général,

{ﬁ=f(x,y,8)
X=g(x,y,€)

Cette méthode ne marche pas pour la simple raison qu'elle exige, pour trouver f et g,
de résoudre un systeme d'éguations aux dérivées partielles plus compliquées que I'équation
initiale ! Lie a compris que les symétries ainsi définies étaient trop générales dou
inutilisables. C'est pourquoi il a proposé de sen tenir aux changements de variables qui
exhibent une structure de groupe. Insistons sur le fait que la composition de deux
transformations d'un type donné doit livrer une transformation du méme type.



De toute évidence c'est bien le cas des transformations suivantes (vérifiez en
composant deux changements successifs, de paramétres, ¢; et &),

A

=X = F=—t = al
N J1-2ae5*  \1-2a(e, +&,)x°
G Y I v y

y: =
J1-2ae,3°  1-2a(e,+¢,))

\I1-2bg’

alors que ce ne serait pas le cas des transformations (vérifiez de méme),

A

) X 2 X *
X=— = X = =~ =
JI-2aex JI-2ae% \/ [1-2ae,x - 2ae,x

- Yy

_ N a_ y _ Y
—'—]—Zb&y y \/1—2a81)3 \/,/1—2agzy—2a8,y

Le premier changement de variables est donc du type de Lie mais pas le second.

Transformationsinfinitésimales: générateursdelLie.

Une propriété des transformations de Lie les rend particulierement attractives : étant
opérationnelles pour toutes valeurs des paramétres, elles le sont, en particulier, pour toute
transformation infinitésimale, au voisinage de, e=0. Les conséquences sont énormes car il en
résulte que la recherche des symétries se réduit a un probléme linéaire méme dans le cas ou

I'égquation différentielle de départ ne I'est pas.

Dans I'exposé qui suit, on discute essentiellement les équations différentielles, d'ordre,
N quelcongque. On évogueraplusloin le cas des systemes.

Une équation différentielle d'ordre, N, sécrit, en toute généralité :
H(x,y,y", "y y™" ) =0 (V=y.V"=y0)
Dans le cas fréguent ou la dérivée d'ordre N peut étre extraite, cela donne :
vV =a(xyyy )
soit danslescassimples, N = 1, 2, 3, 4, qui nous concerneront :
Ye=0(x,y) Y. =@(%0.Y.) Ve TOXY.VVi) Vi TOXNY Y0 Vo Vi)

Une symétrie de Lie laisse, par définition, I'éguation différentielle invariante. On doit
donc pouvoir écrire en terme des anciennes ou des nouvelles variables :

H(x,yy' y' - y™)=0 o  H(Z3,.3"3")=0



Certains auteurs considérent que contexte renseigne habituellement sur la portée de la
notation primée en ce qui concerne les dérivées. Dans les exemples que nous aurons a traiter,
nous éviterons cependant cette notation quand elle est source d'ambiguités. En effet, dans les
changements de variables que nous avons en vue, il serait catastrophique de confondre les
dérivées par rapport aux anciennes et aux nouvelles variables.

Une transformation de Lie est ponctuelle si le changement de variables qu'elle définit
ne mentionne que les variables dépendante et indépendante. Par exemple, latransformation,

{ﬁ =J(x,,€)

X=Xx(xX,V,€E)
est ponctuelle. Par contre, la transformation suivante ne |'est pas :

j} = j}(‘x’y’yx’g)
X=Xx(x,y,€)

Il peut paraitre étrange de vouloir mélanger les variables et leurs dérivées dans une
transformation mais le fait est que les transformations non ponctuelles (on dit dynamiques)
sont utiles : elles seront évoguées alafin de I'expose.

Un ensemble de transformations ponctuelles possédant une structure de groupe admet
les transformations infinitésimales au voisinage de £=0 (soit I'identité rappelons-le). Elles
Sécrivent, au premier ordreen, € :

{fczx+8§(x,y)
y=y+en(xy)

On appelle générateur du groupe, |'opérateur :
X=80, +nd,

Il "génere" les nouvelles variables a partir des anciennes :

Se SNV s (Gm e o (14 X/ II+E X 2 )
y=e*y=(1+eX/1+&’ X’/ 2I+--+)y

Par exemple, on vérifie que I'opérateur, X =9 , engendre une trandation de la
variable indépendante :

2

£ £
Tix=x+—0 x+—0x+---=x+¢
1 2!

x=e“x=¢e

Le lecteur se reportera a la section 1 du Notebook afin d'observer comment
Mathematica trouve le changement de variables quand on lui donne le générateur et
inversement.



Changement de variables et formes normales.

Pour toute symétrie ponctuelle, il existe un jeu de variables, r et s, dites canoniques,
qui lui sont adaptées. Traduit en terme des variables canoniques, le générateur se réduit ala
forme normale, &, ou, s joue le rdle de la nouvelle variable dépendante. Les variables
canoniques permettent, en particulier, d'abaisser I'ordre de I'équation différentielle d'une unité.

Comment les générateurs de Lie se transforment-ils lors d'un changement de variables

(non paramétrique), (x,y) — (r,s) ? Laréponse est smple:
and = @x +778y - Xnew = (Xoldr(x’y))ar +(Xolds(x’y))as

On trouve donc les variables canoniques en résolvant e systéme :
Xr=0
{ = §o,+md, =0,

Pour ce faire, on procéde comme suit :

dy
=0 = =l
s - e =] nx(r.y)y)
_ o f(x,y.¢)=0 _ dx
E20 . Sdy-ndx=0 = {r:c & S_If(x,y(x,r))

Premier exemple : X =0, = E=1 & n=0

y=c

ey & SIJ.dXZX

dy=0 = {
Deuxiéme exemple: X =9, = E=0 & n=1

r=x & s=.[dy:y

Troisieme exemple: X =—yd, +xd, = E=-y & n=x

[ 2 2 _
—ydy —xdx =0 = Ay =c &
F=4x"+y°

Y

s =J.L:arctg—
—Jri=x? X

Il semblerait a priori que nimporte quelle fonction de x’+y° pourrait convenir pour r

mais on vérifie que seul le choix retenu livre larelation attendue,

X, = ((—yax + xay)1/x2 +y° )8, + [(—yax + xav)arctgzjas =0,
’ X



Symétries élémentaires.
Considérons I'équation différentielle dordre, N : H(x,y,y',y",---,y*’)=0. Un cal
exercé détecte certaines symeétries ponctuelles au premier coup d'oeil. Déterminons pour

I'exemple les variables canoniques correspondantes et observons la réduction d'ordre que ces
variables autorisent.

1) Lorsque la variable dépendante, y, est absente, comme dans I'équation, y_. =y y. , une
symétrie évidente de translation se note,

y=y+e = X=9,

Les variables, x (=r) et y (=s), sont spontanément canoniques, on abien : Xx=0 et Xy=1. On

note qu'il suffit de poser, u =y, , pour abaisser I'ordre de I'équation : u_ =u’u_ .

2) Lorsque la variable indépendante, x, est absente, comme dans I'équation, y_ =y’, une
symétrie de trand ation évidente se note,

X=x+& = X=0,

Les variables, x et y, sont encore canoniques a condition de les permuter (7 =y et s=x). On
note, cette fois, qu'il faut poser, u = x, pour abaisser |'ordre de I'équation :

— 1,2 2.3 _ .23
V.=Y = X, ==V°X, = u,=—yu

3) Lorsque I'égquation est invariante par un changement d'échelle portant sur x et/ou sur y,
comme dans I'équation, 2y, y_.. = 3y7., une symétrie, a peine moins évidente, se note :

{xze * = X =axd, +byd,
ey
Variables canoniques: »= """ /x"'* et s=(lny)/b

4) Un exemple important est la symétrie de rotation autour de I'origine du plan cartésien :

X=XCOSE—YSINE
{ Y = X =-yd, +xd,

Y =YCOSE+XSINE

L es variables canoniques sont, sans surprise, les coordonnées polaires du plan :

r=4x’+y° e s=arctg1.
X



1. Comment trouver les symétries ponctuelles ?

Notion de prolongations.

La recherche des symétries ponctuelles dune équation différentielle passe
inévitablement par la traduction de celle-ci en termes des nouvelles variables :

H(x,y,y' " y™)=0 o  H(Z3. 3" 3")=0

On voit qu'il ne suffit pas de connaitre les formules de passages de x et y vers x et y,

il faut encore pouvoir étendre (le terme technique est "prolonger") ces formules aux dérivées
successives. Dans le cas des transformations infinitésimales, il est clair que les dérivées
écrites en terme des nouvelles variables différent peu de celles écrites en terme des anciennes.
Il est d'usage d'adopter les notations suivantes (C'est précisement ici que la notation primee
serait source de confusion) :

{fc =x+&l(x,y) (pour rappel)

y=y+en(x,y)
j)fr = yx +877(1)(x’y’yx)
j;‘wr = yxx + 8n(2)(x’y’yx’yxx)
j}txfc = yxxx +gn(3)(x’y’yx’yxx’yxxx)
etc.
Le calcul des prolongations, 7%, (k=1, 2,...), est un exercice de calcul différentiel. 1|
est aisé mais fastidieux comme le montre dga le cas, k=1, déaillé pour I'exemple. On a

successivement et toujours au premier ordreen, € :

L&
T TR

*=x+ef(x,y) = dx=dx+e(& +& )y, )dx
y+en(x,y) = dy=y.dx+e(n, +n,y, )dx

<
Il

. _y.tem+ny,)
o l+e(8 +Ey,)

=~y +e(n.+n,y, &y, —& vl )+0(€)

On en déduit le résultat cherché, ' :
' =n,+0m,-5 )y~ &y

Les autres quantités, 77, suivent de plus en plus fastidieusement. Par exemple, le
calcul de 77/¥ démarre comme suit



y.rem.+n,y.)

y. I+e(s, +
)A}ﬁ:dyjr _ (S+S,0.) —my ten
Toodx dx+e(8 +8y, )dx :

Tous calculs faits, on trouve successivement :
' =n.+02n,-& )y, +(n, =28, )y; =&, vi+(n,-25 =35y )y,

77(3) = 77‘cxx + (377xxy - gxxx )y'c + 3(77xyy - §xxy )yf + (nyyy - 3§xyy )yj - gyyyyj

+3[77xy _é:xx +(77yy _3§xy)yx _2§yyyj]yxx —3§yij +(77y _3§x _4§yyx)yxxx
et le nombre de termes croit exponentiellement avec k. Par bonheur, ces quantités obéissent a
une récurrence qui en facilite le calcul automatisé (attention aux dérivées totales, D,, et aux
dérivées partielles, y”' 1) :

77(1') — Dxn(iff) _y(i)Dxf

Le lecteur intéresse fera bien de vérifier qu'il maitrise les notations en vérifiant, a la
main, le cas particulier,

77(2) :Dxn”) _y(2)Dx§:axn(1)+(ay77(1))yx_yxx(§x+§yyx):...

puisil sereporteraalasection 2 du Notebook Lie pour suivre |'automatisation des calculs.

On appelle prolongation d'ordre, i, dun générateur, X, son extension aux dérivées
d'ordres supérieurs jusqu'al'ordre, i, inclus, soit dans le détail :

(i) _ 1) 2) (i)
XV=8 +n0,+n"9, +n' 9, 409,

|l est essentiel de comprendre qu'une fois connu le générateur, X (=X”), toutes ses
prolongations sont déterminées. C'est la (mauvaise) raison pour laguelle certains auteurs
utilisent une méme notation, X, pour désigner indifféremment n'importe quel X?. 1l est
commode de représenter le générateur prolongé sous la forme d'un vecteur, ",

v =1& n, 0, n?, e g}
étant entendu que son expression véritable sous-entend le produit scalaire formel,

(i) _17(i
XU =V, 9, 3, - 0,)

Reportez-vous a la section 2 du Notebook pour le calcul de la troisieme prolongation
du générateur, X =-yd_+xd,, soit au format traditionnel :

(3) _ 2 2
X =—yo, +x8y +(I+yx)8yx +3yxyxx8y” +(3y., +4yxym)8ym

10



Seuls les générateurs de trandlation, d, et d,, coincident avec leurs prolongations a
touslesordres: X/ =0, et XV =0, (Vérifiez, c'est Mathematica qui fait le travail !).

L a condition de symétrie.
Premiere formulation de la condition de symétrie. Le résultat fondamental que nous

donnons sans démonstration est le suivant. Lorsqu'une symétrie ponctuelle de générateur, X,
existe, la condition,

H(x,y,y 9",y )=0 PN H(x, 9,99,y )=0

se traduit, comme suit, en terme de la N prolongation de ce générateur :

XYH=(%, +nm9,+n"0,+n?0 . +--+n™9 ., )JH=0  (mod H=0)

Si I'équation différentielle est notée, ¥’ = w(x,y,y",y",....y ") la
condition de symeétrie se simplifie comme suit :

X(N#)w = (@x + nay + 77”)8},, + 77(2)8)1” +eeet n(NJ)ay(N—U )a) = U(N) (MOd y(N) = w)

Deuxieme formulation de la condition de symétrie. Une équation différentielle est
habituellement vue sous I'angle des solutions qui la satisfont. On peut la voir autrement, sous
I'angle des intégrales premieres qu'elle accepte. Ces intégrales premieres satisfont la
condition,

DI(x,y,y,y"")=0 (mod H=0)

que |'on peut réécrire en terme de I'opérateur, A4,

A=0,+y'0,+y"0, +-+ y(N*“aym,__,) + @0 v = Al =0

Autrement dit, /=0 ou AI/=0 définissent la méme équation différentielle. On peut
aorstraduire comme suit la condition de symétrie en terme de |'opérateur, A :

[XV Al =Axp,y" "y )A

(ou /U, V] désigne le commutateur de U et de V' et A est une fonction arbitraire).

En résumé, I'équation, vV’ = w(x,y,y",y"",....,y""" ), admet I'une ou l'autre
forme équivalente de la condition de symétrie (mod y"' =w) :

X(N—I)w:n(N) Py [X(N_”,A]=ﬂ(x,y,y’,y”,...,y(N_“)A

11



Toute solution, (£ 1), de cette condition définit une symétrie ponctuelle, de
générateur, X =&o, +nd,. La condition de symétrie équivaut a une équation aux dérivées

partielles et on pourrait craindre que sa résolution soit aussi ardue sinon plus que la résolution
de I'équation de départ mais il n'en est généralement rien gréce au fait qu'elle est linéaire. Un
exemple est plus utile a ce stade.

Exemple: soit I'équation différentielle (d'ordre, N=2),
2
Va=2-y (=)
y

Lacondition de symétrie, Xw=n""" (mod y_ =w),sedéveloppe souslaforme:

2
2
77(— . 2y] (=& )y~ &7 )=
Y y
2
= +(277xy _gﬁ)yx +(77yy _2§xy)yj _gyyyj +(77y _2§x _3§yyx)(y7x_y2J

Trouver les solutions de cette éguation semble une tache insurmontable mais elle est
facilitée par le fait que ni £ ni 77 ne dépendent de la dérivée, y,. |l en résulte que cette relation
ne peut étre identiquement vérifiée que si les coefficients de tous |les mondmes de dépendance
distincte en y, sont nuls. Dans le cas présent, il y en a quatre (les coefficients de

vy, (j=0,23)). En conséquence, la condition éclate en quatre équations linéaires aux
dérivées partielles qui forment un systéme surdéterminé pour les deux inconnues, & et 7.

C'est a ce stade que l'intervention d'un logiciel formel est bienvenue. Le lecteur suivra
le déroulement des calculs ala section 3 du Notebook que nous commentons brievement. On

sintéresse en priorité aux équations qui annulent les coefficients dey’ et de y? , dans cet ordre.
On trouve que ¢ et 17 sont obligatoirement de laforme:

{m,y) =a(x)ln|y|+ B(x)
n(x,y)=y(x)y+8(x)ylny|+a'(x)y(tn|y|)?

ou a, B, yet o ne dépendent explicitement que de x (et pasde y). Il reste aintroduire ces deux
formes dans les deux équations non encore utilisées (celles qui annulent les coefficients
dey’etdey!) et apréciser ladépendance en x des fonctions, ¢, 3, yet 8. Ontrouve:
a(x)=0, B(x)=k +kx, y(x)==2k, J&(x)=0
d'ou au bilan:
{‘f(x’y) =k, +k,x

n(x,y)==2k,y

12



Il existe autant de symétries ponctuelles que de parametres arbitraires, soit deux dans
le cas présent. Leurs générateurs sécrivent :

X, =0, X,=xd,-2yd,

La procédure, détaillée a la section 3 du Notebook, est basée sur I'exploitation de la
premiére version de la condition de symétrie, X*’H =0. Nous I'avons complétée par la
seule vérification de la seconde version, [ XV A7 =A(x,y.y".y",....,y""7" )4, de cette
condition.

Cette procédure de détermination des symeétries ponctuelles cesse curieusement d'étre
opérationnelle dans deux cas : lorsque I'équation est du premier ordre (N=1) ou lorsque N est
quelconque mais que I'équation est linéaire.

Lorsque N=1, y_=a(x,y) €t lacondition de symétrie sécrit simplement :

Xo=n" = (0,+m, Jo=n+(n,-{)o-{&  (mod y =o)

On note que y, est forcément absent de cette condition, étant systématiquement
remplacé par, y. = w. C'est pour cette raison qu'al'ordre un, la condition de symétrie n'éclate
jamais en un systéme plus ssmple. Il en résulte qu'elle peut étre satisfaite d'une infinité de
maniére : il suffit de poser a peu prés nimporte quoi pour 77 et d'en déduire, £ (ou l'inverse).
Autrement dit, al'ordre un, il existe une infinité de symétries dont aucune n'est facile a mettre
en évidence! Nous verrons cependant sous peu que si, par chance ou par intuition, on trouve
une symétrie particuliere, cela suffit généralement a résoudre I'équation.

Lorsgue I'équation est linéaire, la procédure échoue pour une autre raison beaucoup
plus radicale : dans ce cas, la condition de symétrie fait retomber sur I'équation de départ de
sorte que I'on a pas progresse d'un pas. C'est donc essentiellement |'étude des équations non
linéaires qui bénéficie de laméthode de Lie.

Nous alons a présent montrer comment la connaissance des symétries ponctuelles

d'une équation différentielle permet de réduire progressivement I'ordre de cette équation et
dans les cas favorables d'en ramener 1a solution a un ensemble de quadratures.
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2. Comment tirer parti del'existence de symétries?

Le cas particulier deséquationsd'ordre un.

La seule question qui se pose, a l'ordre un, est la suivante : quand peut-on ramener
I'éguation & une simple quadrature ? Autrement dit, quand peut-on lui trouver un facteur
intégrant ? La méthode de Lie permet de répondre a cette question. L'idée est de chercher
une intégrale premiére, I, définie par larelation,

Y. =a(x,y) : DI(x,y)=0 = Al =0 1+ wo =0

Si on connait une symétrie de générateur, X, et s 7 est intégrale premiere, X7, I'est
également. Comme elle est essentiellement unique, on peut écrire :

XI=F(I)

ou, F est une fonction a priori inconnue. 1l en résulte qu'il doit étre possible de trouver une
intégrale premiere, @, telle que :

Xo=1

il suffit pour cela que @ soit la primitive de 1/F. En résumé, il existe une intégrale premiere,
D, telle que :

XO=¢(D +nd, =1 D =-w/n-&)
=
AP=D + 0P, =0 @, =1/(n-ws5)

Vu I'égalité des dériveées croisees (vérifiez 1), la primitive est assurée d'exister, sous
réserve que 77 — wé ne soit pas nul. Lasolution cherchée sécrit :

dy — wdx o
@(x,y)=j$_—=c

g

Autrement dit, //(n— &) est un facteur intégrant de I'égquation, vy =a(x,y).

Exemple. Soit I'équation d'ordre un,

v=y -2
X

Lacondition de symétrie seécrit :

(&, + nay)(yz —fj =1, +(1, - g:)(yz —f] —f{yz —lj

. X
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Vu gu'on est al'ordre un, on sait que cette condition possede une infinité de solutions
et quiil est impossible de les trouver toutes. Heureusement, cela n'est pas nécessaire car il
suffit de trouver une solution particuliére qui n‘annule pas le facteur, 17— wé .

Une procédure couramment utilisee consiste a essayer une forme donnée,
polynomiale par exemple, pour les inconnues, £ et 77. Cest évidemment a ce stade que la
chance (ou le flair) interviennent comme nous l'avons laissé entendre. Une solution
polynomiale est facile a trouver, si elle existe : il suffit d'essayer tous les polynémes dans
I'ordre des degrés croissants. Dans |I'exemple qui nous occupe, on trouve déja une solution en
se limitant a des polynémes du premier degré :

S(xy)=x &  n(xy)=-y
dou, 1/(n-wé)=1/-xy’ ), est un facteur intégrant de I'équation de départ. On aen effet :

1 Y —y/x

yx:yZ—Z = dyz(yz—l)dx = ——dy+ —dx =0
X X Xy Xy
2= i i
rrY > @=—+€n|x|=c > y=—-
& - 1 Xy x(c—€n|x|)
y__y

On peut traiter le méme probléme autrement et ceci prépare les sections suivantes.
L'équation, y, =y’ .y possedant une symetrie particuliere de générateur, X = xd, — yd,, il
X

y correspond un jeu de variables canoniques, tellesque: Xr =0 et Xs=1. Ellessenotent :

r=Xxy x=re
=
{s =—lny {y =e’
Traduisons |'éguation de départ en terme des variables canoniques. Dans ce cas tres
simple (ou ne figurent que des dérivées premieres), cela se fait facilement a la main mais le

lecteur peut également se reporter a la section 4 du Notebook qui généralise le calcul a tous
les ordres. L'éguation sécrit en terme des nouvelles variables :

;Y I1-r U= I-r
y. =y —= = s = = u=-—:7
X r r

On voit quau bilan, on a transformé I'équation différentielle d'ordre un en une
équation algébrique plus une quadrature, celle qui est nécessaire pour remonter de u as. La
solution finale coincide évidemment avec celle trouvée par la méthode du facteur intégrant :

1 1
s, =——— = S=———€n|r|+c = y=—"
reor r x(c—€n|x|)
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Réductions successivesd'ordre.

Quel que soit I'ordre, N, d'une équation différentielle, toute symétrie ponctuelle définit
un jeu de variables canoniques qui permettent d'abaissent I'ordre de I'équation d'une unité. |l
est tentant d'espérer pouvoir poursuivre la mancauvre jusqua l'ordre zéro (équation
algébrique). Etudions cette perspective de réduction(s) d'ordre en nous servant d'un exemple
d'éguation d'ordretrois,

3 2
yxxx = _y_xx
2y,
Elle possede six symétries ponctuelles, de générateurs,
X,=9, X,=xd, X,=x9, X,=0, X,=yd, X,=)0,

N'importe quel générateur peut faire I'affaire pour abaisser I'ordre de I'équation d'une
unité. Commencons par le plus facile, X, : il exprime que I'équation est invariante par
tranglation de la variable dépendante. Nous savons que celaimplique que les variables, x et y,
sont canoniques d'ou la réduction d'ordre est immediate. De fait, il suffit de poser, u=y_,

pour passer de l'ordre trois al'ordre deux :

2 — 2
o i p :; 3u
XXX 2 yx XX 2 u
On aurait tout aussi bien pu partir de, X;, qui exprime que I'équation initiale est
également invariante par trandation de la variable indépendante. Cette fois, les variables, x et
y, doivent étre permutées pour étre canoniques. On trouve successivement, conformément
aux régles connues (recal culées pour I'exemple alafin de la section 4 du Notebook),

2

1 X X X
— —_ W — Yy Yy
yx_x_ yxx__x3 yxxx__x4 +3x5 '
y y y y
2 =x 2
_3 ij _3x, B _3u,
Vi =5 = xyyy -5 = uyy -5
2y, 2 x, 2u

Rien n'empéche de démarrer la réduction a partir de X5, X3 X5 ou X;. Seules les
variables canoniques different mais a part cela, le principe de la réduction reste le méme.

Jusqu'oll peut-on espérer poursuivre la réduction d'ordre ? Une équation, d'ordre N,
possedant R symétries ponctuelles, peut-elle étre ramenée, par réductions successives, a une
équation d'ordre, N-R, plus R quadratures, celles exigées par le retour aux variables d'origine,
x et y ? Dans le cas, R=N, I'équation différentielle se verrait remplacée par une équation
algébrique plus N quadratures. Dans I'affirmative, I'ordre dans lequel on utilise les symétries
a-t-il del'importance ? Les réponses a ces questions doivent étre nuancées.

Certes, la procédure de réduction peut en principe étre répétée a tous les stades ou une
symétrie ponctuelle reste présente mais, précisément, il n'est nullement garanti que I'équation
réduite hérite automatiquement des symétries non encore utilisées. A cet égard, tous les cas
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de figures existent : certaines symétries ponctuelles, voire toutes, peuvent subsister, parfois il
n'en reste aucune et parfois méme il en apparait de nouvelles.

On peut tenter d'y voir plus clair en suivant I'une ou l'autre de deux voies. L'une est
analytique et I'autre est algébrique.

Etat dessymétrieslorsd'uneréduction d'ordre: étude analytique.

La procédure de réduction classique commence par sélectionner un générateur auquel
elle associe un changement de variables canoniques, (x,y)—(r,s). Ensuite elle pose,

u =s,, dans I'éguation obtenue ce qui entraine une diminution d'ordre. Au fond, tout se passe
comme s on était passe des variables, (x,y), aux variables, (r,s,). La présence de la

dérivée, s,, entraine que la traduction des générateurs de symétrie en terme des nouvelles
variables doit se faire sur base de la premiére prolongation du générateur conformément a,

('x’y) % (u’v) :> Xnew = (X(f[]d)u(‘x’y’y\f ))au + (X(flld)v(x’y’yx ))av
Il semblerait qu'apres réduction, on soit assuré de retrouver les générateurs non utilises
simplement traduits au moyen de la formule précédente en terme des nouvelles variables.

Pourtant dans certains cas, certaines symeétries ponctuelles semblent disparaitre, comment cela
se peut-il ? A ce stade, des exemples valent mieux qu'un long discours.

Premier exemple. Soit |'éguation,

4

ViVew =3VIvi 4yl

Elle possede quatre symétries ponctuelles, de générateurs,
2
X, =0, X4=x8x+§y8y

Voyons ce qui se passe S on réduit cette équation en commengant par utiliser Xo.
Cette réduction est immédiate :

= =
I
~ o=
=

5. .42 3
vy, =3vv, +v)

U

Vv =3Vl 4yl

Que sont devenus X, X; et X, ? Pour X; et X,, laréponse est facile :
X(f,Id)J =8x+08y+08yx — (d.x)d,+(d,y )d, =0,
Xn(fd)y4=xax+§y8y—§yx8 —

Yx

2 1 2 1 1 1
((x0, +§yay —nyayx )x)d, +((xd, +§y8y —nyayx )y.)d, =x0, —nyav =ud, —Evav
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Par contre, pour X3, tout se complique :
X5/i=y9,+09,-yd, -
((y3,+00,~ 7, Jx)a, +((33,+03, -3, )y, 3, =, - y2d, = [vaup, -v?a,

On constate que la symétrie a cessé d'étre locale : elle intégre toutes les valeurs de la
nouvelle variable, v.

En résumé:

La symétrie initialement associée a X, a été consommeée et elle a normalement disparu.
Les symétriesinitialement associées a X; et X, subsistent.

La symétrie initialement associée a X; n'a pas vraiment disparu mais elle a cessé d'étre
locale.

Au bilan, il subsiste, par bonheur dans ce cas, suffisamment de symétries ponctuelles
locales, X; et Xy, pour espérer poursuivre laréduction jusgu'a son terme.

De fait, si on poursuit en utilisant, X, ., =d,, on définit de nouvelles variables

canoniques, u et v inversées :

vy, = 3vv] +v, = Vu, +3v'u, +1=0 = v'w, + 3w+ 1=0

Cette derniére équation n'est plus que d'ordre un et elle possede encore la symétrie,

ijaw , d'oli I'existence du facteur intégrant, //v*. Sasolution sécrit :
v

1 W=, C 1
3 1
vw——=C X=—=——
v ! 7 3

+C,

Il "reste" arésoudre cette équation cubique par rapport &, v=v(x), et al'intégrer,

V=Y, = y=jv(x)dx+C3

On aurait réglé le probleme plus facilement en partant de X;. On aurait trouve, par
inversion des variables:

5 .42 3 _ 3
ViVux = 3yxyxx +yxx = x}’yy - x)’)’

une équation facile a résoudre puisqu'elle possede la symétrie, d,, comme sa réduite

y !

dailleurs. Il suffit déslors de poser, u = x , pour obtenir lasolution finale :

u:xx‘. 1 \/g
X, =X, = u,=u’ = X, =t—= = x=C,+C,pt

3/2
wy Ty ¥ vy 2C,—y T(CI ~V)
I
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Deuxieme exemple. Soit I'équation,

2Vde =3y =i
Elle possede trois symétries ponctuelles de générateurs,

X, =0 X,=x0, X,=x70,

X

Commencons la réduction avec la symétrie la plus simple, celle générée par X;. Elle
demande de permuter les variables dépendante et indépendante selon le schéma connu :

u
v

Sal

2yxxxyx_3y5x:yyj = 2x _3x +yx}2/.:0 :> ZVVuu—3V5+MV2:0

} }yy

Que sont devenus X; et X; ?

X(f]]d)z =xd,+0d, -0 -

Yx

(33, +00, -9, Jy)d, +((xd,+00, -y, )~ Jo,=-y. L3, =v0,
’ Y.

X

X(f,ld)j =x’0_+ 08}, —2xy 0 -

Yx

((xzax+08y—2xyx8yx)y)au+((x28x+08y—2xyx8 ) )8 =—8 —Z(Ivdu)va

En résumé:

La symétrie initialement associée a X; a été consommee et elle a normalement disparu.
La symétrie initialement associée a X, subsiste.

La symétrie initialement associée a X; n'a pas vraiment disparu mais elle a cesseé d'étre
locale.

Au bilan, il ne subsiste plus assez de symétries ponctuelles pour espérer poursuivre la

réduction jusqu'a son terme.

La seule réduction encore possible correspond & vd,. Les variables canoniques
correspondant a ce générateur sont :

s =/lnv v=¢e’ 5 Y 2
= = 2s, +s. +r=0 = 2w, —w +r=0
r=u u=r

L'équation résiduelle posséde bien la symétrie, 20, +(w’ —r)d,, mais elle est
inutilisable car le facteur intégrant qu'on en déduit est identiquement nul. En résumé, on a
ramené |'égquation de départ a une équation du premier ordre plus deux quadratures.
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Etat dessymétrieslorsd'uneréduction d'ordre: éude algébrique.

Auss étrange que cela puisse paraitre, les symétries non locales ne sont pas connues
depuis si longtemps, les références les plus anciennes remontant apparemment aux travaux
d'Olver dans les années 1980. Avant cela, la discussion de la solubilité des équations
différentielles par la méthode de Lie reposait essentiellement sur des considérations
algébriques. Nous les évoquons sans entrer dans trop de détails.

L'ensemble des générateurs, X; (i=1, ..., R), des symétries ponctuelles d'une équation
différentielle possede une propriété tout a fait remarquable : tout commutateur non nul de
deux générateurs est encore un générateur. Comme ceux-ci forment une base, on peut écrire
(en appliquant la convention de sommation sur les indices répétés) :

ok
[Xl.,Xj] —cl._],Xk

On note, au passage, que les coefficients constants, ¢, ne dépendent en aucune maniére
du fait que I'on calcule les commutateurs sur base des genérateurs simples ou prolongés.

Il est possible d'associer atout groupe de Lie, possédant R générateurs, une algebre (de
Lie) qui est résumeée dans sa table de commutation, nécessairement antisymétrique. Tous les
générateurs ne sont pas nécessairement présents dans cette table et il se peut méme quil n'y en
ait aucun si I'algébre est commutative. Voici I'algébre de Lie du groupe des rotations dans R;,
calculée pour I'exemple ala section 5 du Notebook :

[.] X,=yd.-z0, | X,=20,—xd. | X;=xd, -0,
X, =yd.-z0, 0 X3 -X,
X, =20 —x0. —X, 0 X,
X;=xd, -0, X, - X, 0

L'intérét de cette table provient de ce gque lorsqu'on réduit I'ordre d'une équation en
utilisant la symétrie de générateur, X, les autres symétries, X, qui respectent le critere:

[X,X,]=C"X,

(la constante pouvant étre nulle), subsistent a coup sir au niveau de I'équation réduite. Si
cette relation n'est pas satisfaite la symétrie, X, cesse d'étre locale.

On appelle sous-groupe dérivé le groupe obtenu en ne retenant que les générateurs
présents dans la table. Ce sous-groupe possede également son algébre de Lie a laquelle
correspond une table de commutation donc également un sous-groupe dérivé et ainsi de suite.
Le groupe de départ est dit soluble si |a chaine des sous-groupes dérivés se termine sur le
groupe identité. Il est non soluble dans le cas contraire. Cette appellation un peu maladroite,
nous verrons ultérieurement pourquoi, se référe au théoreme suivant, dd alLie:

Une équation différentielle d'ordre, N, possédant R symétries ponctuelles formant un
groupe soluble peut étre ramenée a une équation d'ordre, N-R, plus R quadratures. En
particulier, si R=N, l'équation initiale est completement soluble en termes de quadratures.
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Cas particuliers.  Tout groupe commutatif est soluble puisque sa table de
commutation est identiquement nulle : le sous-groupe dérivé ne contient que I'identité. On
démontre également gque tout groupe d'ordre, R=2, est également soluble. La question de la
non solubilité ne se pose donc qu'a partir de l'ordre, N=3.

Exemple d'un groupe soluble. L'éguation,

_Un

Vi = +yxx

X

possede trois symétries ponctuelles formant un groupe soluble (de chaine,
(X, X X} { X, )= {0}):

X, =0, X,=0, X;=y0,

[] | X,=a.] X,=0, ] X,=2,
X, =0, 0 0 0
Xzzay 0 0 X,
X3:yay 0 - X, 0

Si on réduit en commencant par X;, X, et X; subsistent et la réduction peut étre poursuivie,

Si on réduit en commengant par X,, X; et X; subsistent et la réduction peut étre poursuivie,

Si on réduit en commencant par X3, X; subsiste et X, disparait; la méthode de Lie risque
d'échouer avant laréduction finale.

A l'usage, c'est en commencant par X; que I'on parvient le plus vite ala solution :

2 2 u=x, 2
y X ¥
— P _ Wy _ 3
Vi = +yxx = xyyy_2_+xyxyy — uyy—2—+uuy =
x xy u
Z=Vu z
_yuu=2&+uyj = _Zu=2_+u22
u u

Cette derniere équation sintegre sous laforme finie,

P -
u (cl+€n|u|)

Il "reste” aretourner aux variables d'origine par quadratures successives,

dy _ _ du i -
0 z = = J‘—uz(c] +£n|u|) e“ Ei(—c, €n|u|)+cz = u=u(y)
dx

Z=u(y) = x=[u(y)dy+c,
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Exemple d'un groupe non soluble. L'éguation de Chazy,

3
Voo F W — Eyi =0

possede trois symétries ponctuelles formant un groupe non soluble (de chaine,
[ X, X, X =X, X, X =)

X,=9, X,=xd,-yd, X,=x70,+(12-2xy)d,
[.] X, =0, | X,=xd, -0, X3:x28x+(12—2xy)8y
X, =0, 0 X, 2X;
X,=xd,-yd, -Xi 0 X3
X;=x%0,+(12-2xy)0, | -2X: -X3 0

Si on réduit en commencant par X;, X, subsiste et X; disparait,
Si on réduit en commencgant par X, X; et X; disparai ssent,
Si on réduit en commengant par X;, X> subsiste et X; disparait.

On constate que si on cherche a réduire I'équation, commencer par X, est le mauvais
choix. Commencer par X; ou X; est un peu mieux mais il est probable que I'on se trouvera
bloqué a |'étape suivante par manque de symétries ponctuelles.

L'appellation (non) soluble est trompeuse : elle n'a de sens qu'a la condition de ne pas
sortir du cadre des transformations ponctuelles locales. |l est parfaitement possible qu'une
équation déclarée insoluble par le théoreme de Lie soit soluble par quadratures par le jeu de
I'intervention de symétries non locales. C'est précisément le cas de I'équation de Chazy qui
est réductible a trois quadratures en commencant la réduction sur base de X, ! Le lecteur
intéressé se référera au travail de Leach et Andriopoulos ( Nonlocal Symmetries, past present
and future, Applicable Analysis and Discrete Mathematicss 1 (2007), 150-171.
http://pefmath.etf.bg.ac.yu ).

Un autre exemple célébre est celui de lafamille d'équations (p et f{x) quelconques),
y2
V=T SOy + pf (x)y"y,

qui ne possedent aucune symeétrie ponctuelle locale et qui ont cependant éé complétement
intégrées par Nucci. Evidemment cette équation possede des symétries non locales qui ont pu
étre exploitées a cette fin. Ceci démontre que, dans sa forme primitive, la théorie de Lie est
trop exigeante quand a la définition d'une symétrie. Nous verrons ultérieurement comment
I'étendre (symeétries dynamiques) mais les symeétries non locales sont une premiere piste.
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Apparition d'une symétrie.

Nous avons vu que certaines symeétries disparaissaient ou plus exactement perdaient
leur caractere local. Juste retour des choses, la situation inverse se présente également : une
équation différentielle peut présenter une symétrie non locale qui devient locale lorsquon la
réduit au moyen d'une symeétrie annexe. Voici I'exemple de |'éguation,

2P o TIV Ve =0

Elle possede trois symétries ponctuelles de générateurs,

X, =0 X,=x0, X;=)9,

X

Si on la réduit en utilisant la symétrie, X;, on trouve aprés permutation des variables
dépendante et indépendante et positionde x, =v :

u=y
v=x,

2yy iy y. . =0 = 15w = 30uv’ = 5v'v, +20uvw,v, —2uv’v, =0

uuu

Si on cherche ses symétries ponctuelles, on ala surprise d'en découvrir trois,
Y, =vd, Y, =ud, Y, =2u’d, —uwd,

ce qui est inattendu puisgu'on a consommeé la symétrie X;. Quelle est I'intruse apparue
"spontanément” ? Nous allons montrer que c'est Y.

X(fl;)‘2=xax+08y—yx8 —

,V X

(33, +00, -9, Jy)d, +((xd,+00, -y, )~ Jo,=-y.~L3, =v0,
’ ’ yx X

X(g;d),j' = Oax + yay + yxxayX -

(00, + 9, + 7.9, JyJo, +((00,+ 70, +y.d, )~)3, =ud, —vd,
’ ),

En résumé :

La symétrie initialement associée a.X; a été consommeée et elle a normalement disparu.
Les symétries initiadlement associées a X> et X; subsistent. Notez la combinaison,
ud, —vad, .

La symétrie, Y3, parfaitement utilisable pour la résolution de I'éguation, semble sortir

de nulle part. En fait I'équation de départ possedait une symétrie non locale, de
générateur, X, qui est devenue locale lors de laréduction :

Xiids= 3(Iydx)8x +2y°0, +yy,0, —
((3(_[ydx)3x +2y79, +yy.9, )y)d, +((3(jydx)ax +2y°9, +yyxayx)yi)av

=2u’d, —uvo,
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La méthode desinvariants différentiels.

La méthode exposée de réductions successives d'ordre par recours aux variables
canonigues fonctionne mais elle n'est pas un modéle d'éégance. Elle souffre, en particulier,
de l'inconvénient de devoir préter attention a |'ordre dans lequel on utilise les générateurs.
Certes le théoreme de Lie nous renseigne a ce sujet mais sa portée est limitée par le fait que
certaines symeétries locales peuvent apparaitre ou disparaitre. Si I'on veut ne manquer aucune
possihilité il ne reste plus qu'a essayer toutes |es combinaisons dans le brouillard.

La méthode des invariants différentiels court-circuite les problemes de préséance entre
les opérateurs de symétrie. En particulier, lorsque le nombre des symétries ponctuelles est
inférieur al'ordre de I'équation, R<N, elle isole clairement la composante de la résolution de
I'équation différentielle qui est justiciable de laméthode de Lie de I'autre qui lui est étrangere.

Les invariants différentiels permettent également de résoudre le probleme inverse :
trouver la forme générale de I'équation d'ordre, N, qui admet un jeu donné de symétries. |l
faut comprendre que les regards que physiciens et mathématiciens posent sur la théorie des
équations différentielles sont quelque peu différents :

- Le physicien est généralement intéressé par la résolution de I'éguation qui se présente a lui
lors de I'étude de I'évolution d'un systéme physique particulier. Etant donné une équation, il
sintéresse al'ensemble des symétries que cette égquation présente.

- Le mathématicien n'ayant aucune raison de privilégier une équation particuliére, ce qu'il veut
c'est épuiser tous les cas de solubilité. L'idée vient aors naturellement de passer en revue tous
les groupes non isomorphes et de chercher pour chacun la forme générale de I'éguation
différentielle qui admet ce groupe de symétrie.

Lesinvariants différentiels apportent la solution idéale aux problémes direct et inverse.

On appelle invariant différentiel, d'ordre, £ (= 0, 1, 2, ...), associé a une symétrie
ponctuelle de générateur, X, toute expression, ¢'“ =g¢(x,y,y',y",---,y*), qui annule la
prolongation d'ordre, &, de ce générateur :

XY=8 400, +7"0, +n70, +-+nM0 ., = XV (x,p,yy" M) =0

On appelle invariant différentiel, d'ordre, £ (= 0, 1, 2, ...), associé a un ensemble de
symétries ponctuelles, toute expression, ¢ =¢(x, v,y ,y",---.v* ), qui annule
simultanément les prolongations d'ordre, &, des générateurs correspondants :

i=l:R
X{ =80 +m0, +00, 170, 440 s = X[V (xy yy ey ) =0

Insistons sur ce fait qu'on reconnait I'ordre d'un invariant a la plus haute dérivée qui
intervient dans sa définition.

Il peut arriver qu'aucun invariant n'existe a un ordre spécifié, nous verrons des
exemples dans un instant. Quoi qu'il en soit, en progressant dansl'ordre, k = 0, 1, 2, ..., N, les
deux premiers invariants non triviaux trouvés, notés, ¥ et ¢ dans cet ordre, jouent un réle
particulier, on les appelle invariants fondamentaux.
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A part la méthode des caractéristiques dont nous verrons des exemples, il n'existe
aucune procédure effective garantissant de trouver explicitement ces invariants

fondamentaux. Toutefois dés que, ¢’ =y et ¢/"/ = ¢, sont trouvés, les autres suivent
facilement, simplement donnés par lesrelations: ¢/*" =d’p/dy’ (j=12,-).

L'importance de ces invariants provient du théoréme suivant.

Etant donné un ensemble de symétries ponctuelles, X;, dont on connait les invariants
fondamentaux, les expressions suivantes,

d’yp do
=F(v. 0.5 ), etc -
dy’ (W(pdy/) ete

d
p=F(y), _dq) =F(y.9),
7

ol |'on effectue les remplacements de, ¥ et ¢, en fonction de x, de y et des dérivées y*,

incarnent, aux ordres croissants, les familles d'éguations différentielles qui possedent
précisément ces symeétries.

Ecrites en terme des variables, ¢ et ¢, ces équations sont le produit ultime des

réductions successives de toute équation d'ordre N possédant ces symétries. Elles ne
présentent généralement plus ces symétries puisgu'elles ont été consommees.

Dans ce formalisme, le probléme direct de la résolution d'une équation imposée,
d'ordre, N. présentant un ensemble de symétries, se décompose donc en deux équations :

1) Une équation d'ordre, N-i, en i et ¢ (ou i est I'ordre de @), appartenant fatalement
aune des familles décrites ci-dessus. Sauf e cas agébrique, qui est immédiat, il faut pouvoir
résoudre cette équation sous la forme, ¢ =F(w ). Clest la partie difficile du probléme car
I'éguation réduite ne posséde généralement plus les symétries consommees lors des réductions
successives. Les éguations différentielles qui résistent a une réduction complete sont
précisement celles qui butent sur une équation en ¥ et @ dépourvue de symeétries.

2) Supposons que nous connaissions la solution de I'équation al'étape 1, sous laforme,
o=F(y). Cest également une équation différentielle, d'ordre, i, en les variables x et y.
Cette partie du probléme est, en principe, plus simple puisgue cette équation possede, par
construction, les symétriesinitiales. Elle est donc complétement réductible grace aelles. Des
exempl es sont indispensables a ce stade.

Avant d'y venir, il faut préciser un point important qui est en rapport avec |'usage que
I'on fait des invariants. Lorsque ¢ est un invariant différentiel, n'importe quelle fonction de ¢
I'est encore, c'est une consequence de la définition. 1l importe peu quel choix on fait maisil
est naturel d'opter pour le plus simple vu que cela n'entrave pas la généralité de lathéorie. De
méme, Si on trouve que yy, est invariant d'ordre un alors qu'on sait d§a que y est invariant
d'ordre zéro, aors autant remplacer yy, par y,. Dans les exemples qui suivent le symbole

réduction

= signifie que nous avons eu recours a cette simplification. Le seul critére qui doit
impérativement étre respecté est que i et ¢ soient indépendants.
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Exemples. Considérons le ou les générateurs suivants, prolongés pour les besoins :

1) X=9.
réduction
Ordre zéro: 9. ¢”’(x,y)=0 = o =y=y

réduction

Ordreun: 9.6 (x,y,y.)=0 = ¢ =p=y, (donc i=1)

Ordre deux : ¢/*’ = 99 _ Dy e dx _ Ve etc ...
dy dy dxdy y,

L'éguation algébrique, ¢ =F(y) — y =F(y), est I'équation générale d'ordre un
possédant, X =d_, comme symétrie ponctuelle.

De méme, |'équation d'ordre un, j—¢ =F(y,¢) — y.=F(yy,. ), livrel'éguation
74

d'ordre deux laplus générale possédant, X =9 _, comme symétrie ponctuelle.

Et ains de suite aux ordres successifs. Le résultat obtenu était prévisible vu la
simplicité delasymétrie, X =d_: il suffit quex soit absent de I'équation.
Illustration : y_ = yy.

Puisqu'elle fait partie de la famille des éguations d'ordre deux, €lle doit pouvoir se
réecrire, au premier ordre (N-i=1 !), en terme des invariants fondamentaux. Defait, ona:

d ici 5
T A S 7 S
2
Vo = VD = - , ici s
- {l// 4 = ﬂzcey 2 = x=cj+cz.[e_y “dy

P=y, dx

2) X=xd,+yd,+0d, —y.0,
réduction
Ordre zéro: (xd, +yd, )¢'" (x,y)=0 = oV =y=y/x
réduction
Ordreun: (x0, +yd, +00, )¢'"(x,y,y,)=0 = o =p=y, (donci=1)
2 réduction

Ordredeux : ¢*/ = @ _ Vi =2 Y = ) =xy. €cC..

dy dy/x—ydx/x’ xy -y

L'éguation algébrique, ¢ = F(w) — y. =F(y/x),livrel'équation générale d'ordre
un possédant, X =xd, + yd,, comme symetrie ponctuelle.
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De méme, I|'équation d'ordre un, Z—¢=F(W,§0) - xy . =F(y/x,y.), livre
v
I'équation générale d'ordre deux possédant, X =xd +yd,, comme symétrie ponctuelle et
ains de suite.

Hlustration : xzyxx + xy,f =W,

d 2 ici B
I e (7 S
i ay  o-y
i=1 V= y/‘x — Q :ce—y/x

P= Y, dx

Xy + Xy =y,

L'équation, y =ce™’*, peut sembler antipathique mais elle conserve la symétrie,
X =xd, +yd,, par le principe méme de la méthode des invariants. Elle possede donc un

facteur intégrant, 1/(n—wé)=1/y—c,xe™’* ), qui méne alasolution implicite,

-y/x
dy_/x_ e fl?c/v=0 = Kn(x)zj#+c2
7 y—cxe ce’—y

y—cxe

On note que cette procédure cesse d'érevaable s, ¢ =y , autrement ditsi, y, =y/x.
Defait, y =cx est solution singuliere de I'équation proposée (elle ne dépend que d'une seule
constante d'intégration).

XI :ax

3
) X,=xd,-yd, —2yx8yx -3y.0

- 4yXX)Ca

Yx

Vxxx

Voici un cas ou aucun invariant n'existe a l'ordre zéro : seule une constante satisfait la
définition de ¢” et une constante n'est qu'un invariant trivial. 11 convient donc de poursuivre
larecherche aux ordres plus élevés.

0.0 (x,y)=0
Ordre zéro : { A (%) = néant

(x0, =9, )¢ (x,y)=0

0.0 (x,y,y.)=0

Ordreun:
{(‘xa)x _ya} _2yrayv )¢(1)(x’y’yr) = 0

(,/)(’)(x,y,yx): y/:%

Ordre deux :

%axd”(x,y,ywyxx): 0

:> ¢(2)(y’yx’yxx):¢: yxx (122)
(x0,—y9,-2y0, —3y.0, )¢ (x,y,y,.,y,)=0 y’
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Ordretrois:
de/dx _d(y./y')/dx _ yy. =3yy, o Ve
¢(3):d¢/d1//: = — ¢(3):_4

= = =
dy/dx d(y./y’)/dx  y(yy.—2y]) y
etc ...

Note. On détermine ces invariants moins évidents par la méthode dite des caractéristiques :

dy d
(70,4209, J8(yy)=0 = L= o gy )22
Yy Zyx y
b _d, by

(yay+2yxayx+3yxxayxx)¢(y’yx’yxx)=0 = = ¢(2)(y’yx’yxx)=%

yoo2y, 3y
Aucune éguation d'ordre un ne possede les symétries ponctuelles, X; et X5, (i=2 /).
L'équation algébrique, o =F(w) — y_/y =F(y./y’), livrel'équation générale

d'ordre deux possédant, X; et X,, comme symeétries ponctuelles.

De méme, I'équation d'ordre un, ;1_60: F(y,p) — ijzF(yx/yz,ym/f), livre
4 y

I'équation d'ordre trois la plus générale possédant, X; et X>, comme symétries ponctuelles. Et
ains de suite aux ordres successifs.

lllustration :y__=yy_ — y,f

Y ici
dqozqo v 32(PW = p=F(y) = Abel
TR S LU Pl
yxxx yyxx yx i—2 W:yx/yZ

. > y.=YF(y/y)
p=y./y

On aramené le probléme a la résolution d'une équation réductible a la forme d'Abel,
w, =a(t)+b(t)w+c(t)w’ +d(t)w’, plus la résolution d'une équation soluble d'ordre deux,

y./y =F(y. /y’), possédant les symétries, X; et Xo.

On réduit cette équation en utilisant X, =9, par exemple, donc en inversant les
variables dépendantes et indépendantes :

1
o/ V' =f(y./y) = X, = —ijjf(yg—x)

y

1
33
uy——yuf(ﬂ)

On peut poursuivre la réduction en utilisant X5, maintenue a coup sdr, d'ou |'existence
d'un facteur intégrant. On voit, sur cet exemple, que la partie difficile du probléme est bien la
résolution de I'équation en ¢ et ¢ souslaforme, ¢ =F(y ). Le fait que F soit solution de

I'équation d'Abel peut sembler effrayant mais, outre qu'il n'y a pas moyen de faire autrement,
sadéfinition larend aussi honorable que lafonction sinus, solutionde y, =+/7—y" !
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X] = ax
4) X,=xd,+0d,~yd, =2y, 0, —3y.0,
X;=x%0,+00,-2xy,0, —2(y, +2xy, )0, —6(y,+xy,. )0,

Voici un cas ou un invariant existe a l'ordre zéro mais ou il faut attendre I'ordre trois
pour en trouver un deuxiéme.

9,9 (x,y)=0 -
Ordre zéro: {xd ¢"(x,y)=0 = o =y=y
x99 (x,y)=0

9.0 (x,y,y.)=0
Ordreun: 1x0,6"(x,y,y,)-,0, 8" (x,y,y,)=0 = néant

x0,0"(x,y,y,)=2xy,0, 0" (x,y,y,)=0

Ordre deux :

ax¢(2)(‘x’y’yx’yxx):0
xax¢(2)(x’y’yx’yxx)_yxayx¢(2)(x’y’yx’yxx)_Zyxxay”¢(2)(x’y’yx’yxx) = 0 = néant
x2ax¢(2)(x’y’yx’yxx)_2xyxayx¢(2)(x’y’yx’yxx)_2(yx +nyxx)ay”¢(2)(x’y’yx’yxx) :0

A l'ordretrois, on trouve :

2
07 (%9, 90V Vo) = =222 - 32 (donc i=3)

etc ...

Il n'existe donc aucune équation différentielle d'ordre, N<3, qui possede a la fois X},
X et X; pour symétries. A I'ordre, N=3, elles sont toutes de laforme générale:

2
p=F(y) = 22=_3l=_p(y)

X X

A l'ordre 4, elles seraient de laforme, j—qp =F(y,p),etans desuite.
7

2
lllustration : y__ = i&
w0

est a coup sOr la plus simple de toutes (correspondant a, F=0). Le lecteur peut sexercer ala
réduire complétement. Sa solution finale sécrit,

_4+cies(c,—x)

¢(c,—x)
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5) X =—yd,+x0,+(1+y; )0, +3y.y,0, +(3y,+4yy.)0,

Nous citons cet exemple car il correspond au cas célébre d'une symétrie par rotation
dansle plan. Lesinvariants différentiels sont :

réduction
Ordrezéro: (-yd, +x9, )¢ (x,y) =0 = 0" =y =yx’+)°

Ordreun: (—yd, +x0, +(1+y; )3, )¢ (x.y.y,)=0 = ¢ =¢=% (i=1)

réduction y
XX

Ordre deux : ¢(2):Q = g =—x ec..
dy (I+y.)

L es équations générales invariantes par rotation dans le plan se notent donc :

alordre1: 2= = prfx’ +)7)

X+,

alordre2: y_ =(1+y’ )2 F(x’ +y2,%)

etc...

Parvenu a ce stade, on peut imaginer la stratégie suivante, de nature a inventorier les
cas de solubilité des équations différentielles par la méthode des symétries ponctuelles. Pour
les valeurs successives, N=2, 3, 4, ..., on construit toutes les algebres de Lie possibles et non
isomorphes (en fait les tables de commutation) sachant que R<8 si N=2 et que R<N+4 sinon.
Ce programme de recherche systématique ne se termine évidemment jamais mais il a été
amorce par |bragimov.

Lorsque les symétries sont en nombre suffisant, typiquement, R>N, une troisiéme
approche d'une rare élégance est possible, basée sur la détermination des intégrales premiéres.
C'est elle qui va a présent nous occuper.

Application delaméthode de Lie a larecherche desintégrales premieres.

La méthode des réductions successives de I'ordre est mal adaptée a la recherche des
intégrales premieres d'une équation différentielle. 1l faut trouver autre chose et le fait est que
plusieurs méthodes sont disponibles. Nous en avons retenu deux, dédicacées aux cas
distincts, R<N et R>N.

Rappelons que toute intégrale premiére, 7, est solution de I'équation :

AI=(0,+)'0,+ "0, +-+ "0 . +a@d ) )=0
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Le cas, R>N, est, sans surprise, le plus favorable a la détermination des intégrales
premieres d'une équation, d'ordre, N. Le cas, R=N, est plus difficile car on est en manque de
symeétries. C'est pourtant par [ui gue hous commencgons.

1% cas: R<N. Equation co-caractéristique.

Cette approche est basée sur la généralisation de la notion de facteur intégrant déja
utilisé a l'ordre, N=1. Un facteur, A, est intégrant pour une équation différentielle ordinaire
Sil permet, par simple multiplication, de la réécrire comme la différentielle totale d'une
expression, /, nécessairement constante :

YV —afxyy ey )=00 = (Y —a(xp,y ey )A=DI=0
On montre que ce facteur intégrant est solution de |'équation co-caractéristique,

AN+ A (0 A)= A7 (@, A+ A () A) =4 (=1) T 0,4 =0

ou, pour rappel, 4=9, +y'0, +y"0,, + ---+y(N*“aym_2, + @0 v

Signalons que l'inverse n'est pas obligatoirement vrai : toute solution A de cette
équation n'est pas un facteur intégrant.

Il n'existe pas de méthode capable de résoudre I'équation en A en toute généralité mais
cela n'est, heureusement, pas nécessaire car la question n'est pas de trouver tous les facteurs
intégrants mais den trouver suffisamment qui soient indépendants. Une stratégie
envisageable repose sur la recherche des facteurs qui ne dépendant pas de y™”. L'équation
co-caractéristique éclate alors généralement en plusieurs morceaux plus ou moins faciles a
résoudre exactement comme cela se passe lorsqu'on résout la condition de symétrie
ponctuelle. On trouve les candidats "facteurs intégrants' en identifiant & zéro les coefficients
des dérivées d'ordre inférieur a N-1 et en résolvant, comme on |'a toujours fait, un systeme
surdéterminé d'équations linéaires.

Sur cette base, les expressions suivantes sont constantes ou intégrales premieres :
N-1 .
o= pA'(n-y¢)
k=0

ou les P, se calculent récursivement comme suit :
P,, =4
B{_1=—AP,(—a)y,k)A (k=N-I,N-2,---1)

Il'y a autant de "candidats intégrales premiéres' que d'expressions @ résultant des
combinaisons possibles entre les facteurs A trouvés et les symétries existantes, X(<&,77) .
Naturellement on sarréte dés qu'on atrouvé N intégrales premieéres.
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Un exemple est bienvenu a ce stade. Soit I'équation d'ordre, N=3,

Vi =3V,
Elle ne possede que deux symétries ponctuelles, X, =d, et X, =xd, —2yd . Nous
sommes donc bien dans le cas, R<N. L'équation en A se note:

A A= A(3yA)+ 3y, A=0

Sa résolution (dont le détail figure a la section 6 du Notebook) indique quil n'existe
que trois facteurs intégrants envisageables :

A =1 = P,=-3y P,=0 pP,=1

2

A=y = P,=y,—3y P, ==y, P,=y

A=yi=y = P,=2yl -3y -3ni+3yt P =3yy -2y, PL=yi-y
Combinant les deux symétries et les trois facteurs intégrants potentiels, on ne trouve

gue deux combinaisons non trivialement constantes (en fait seuls A; et A, sont des facteurs
intégrants et on peut montrer que A; ne satisfait pas aux égalités croisees) :

2 2
1= P Am-yE)=> P, A(-2y-yx)=6y" -4y,
k=0 k=0
2 2
L,=> P, A"(n-y,E)=) P, A(-2y-yx)==6yy,, +6y° +3y;
k=0 k=0

Ces deux intégrales premieres autonomes suffisent pour résoudre |'égquation car
éliminant y,, entre élles, il ne reste qu'une équation du premier ordre soluble en terme de
fonctions elliptiques :

1 1 dy
2 3 1 2
=y ——2Ly-=2 = x=1,%
Y=Y 2)’ 3 3 \/3 I, 1,
y —=y-
2 3

On voit que la troisieme intégrale premiere (/; ) n'est pas locale puisque pour tout x,
elleintegre toutes lesvaleursde y.

2°Me cas: R>N.

Rien n‘'empéche d'appliquer la méthode précédente a ce cas mais le fait est qu'on peut
faire beaucoup mieux. Dans ce cas, il existe suffisamment de symétries pour qu'on puisse
espérer exprimer certains générateurs, X;, comme combinaison linéaire, a coefficients
variables, des opérateurs, 4 et X; (j=1, 2, ..., R, j#i) :

R
X, =) fX +gd ie{l2--R}

J=1
J#i
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Lorsque cela est possible, on a que les coefficients, f, sont constants ou intégrales
premieres. Ce théoréme surprenant vaut qu'on sattarde, pour une fois, sur sa démonstration
tant elle courte et é égante.

Théoréme::

X, =YX, +g4 = A"=0 & @ [=C"

a#i

Preuve : on commence par calculer le commutateur des deux membres de I'hypothése avec A. Celadonne:

[X,A] =2 [ "X, A] +[gA,A]

a#i

Vu que X; est un générateur de symétrie, la condition de symétrie (2°™ version) impose que son commutateur
avec 4 rende 4 aunefonction prés:

AA=N (X A= Af VX, )+(gdA—Agd) =3 (F [ X, 4] —(Af )X, )-(Ag )4

4= (F A M—(4g)a=3 (4f )X,

qui est une relation linéaire entre 4 et les X, (a#i) : tous les coefficients doivent sannuler donc, en particulier,
Af“ |, cequi indique que f“’ est soit constant soit intégrale premiére.

Ce théoréme a ceci de remarquable qu'il fournit des invariants sans exiger le moindre
travail dintégration! Précisons qu'il se peut que la mancauvre échoue, soit qu'elle donne 0=0,
soit qu'elle trouve plusieurs fois le méme invariant ou des combinaisons d'invariants connus.

Exemple. |llustrons la méthode sur I'égquation différentielle, d'ordre, N=3,
_3rn
XXX 2 yx

Cette équation possédant, R=6(>3!), symétriesde Lie,

X, =9

pY

X,=xd, X;=x9, X,=0, X;=)d, X,=)79,

Afin de couvrir tous les cas, nous commencgons par écrire la combinaison linéaire sans
préciser quel générateur est exprimé en fonction des autreset de 4 :

0, + fo[xd, =y 0, =2y, 0, J+[f;[x0,=2xy0d, —(2y, +4xy,)d, |+
f48y + f5[y8y + yxayx + yxxayn_] + f6[y28y + Zyyxayx +(2y] +2yy,, )aym_] +

3 2
g[ax +yxay +yxxayx +E&a}’n] EO

X
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soit, en notation matricielle (., . z./, - frr =0)

/i

1 X x’ 0 0 0 ] 1,

0 0 0 Iy yz B £
0 -n —2XY, 0 » 2yy. y. | S0 & fi=-

0 =2y, —(2y,+4xy.) 0 y. 2yi+2yy, 3y | /s

| V V 2y ) 1,

g

Les R premieres colonnes de la matrice, W, reproduisent les composantes des
prolongations des générateurs (limitées a l'ordre, N-1) et la (R+1)“" colonne affiche les
composantes de |'opérateur, A.

Il reste a résoudre ce systeme, généralement sous déterminé, en posant un des, f;, égal
a -1. En fonction du rang de ¥, seuls r coefficients, f; (j#i), seront calculés en fonction des
(R-r-1) autres. Les coefficients des (R-r-1) coefficients f; laissés arbitraires dans chague f;
sont soit des constantes triviales soit des intégrales premiéres. On peut recommencer la
procédure pour (i=1, 2, ..., R) et on arréte les frais dés gu'on a trouvé N intégrales premieres
indépendantes.

On trouve, par ce procédé, une pléthore dintégrales premieres dont la plupart sont
évidemment reliées entre elles. La section 6 du Notebook détaille les calculs dans le cas de
I'exemple choisi. Six cas doivent étre pris en considération correspondant chacun a une
combinaison possible,

R
X, =) fX +gd ie{l2-R}

=1
J#i

Dans I'exemple, on dégage assez facilement trois intégrales premieres algébriques
indépendantes.

2
Y

[, ==

v
1, =x+22c
yxx
2
I; :y_zy_x
Vi

Il suffit d'éliminer les dérivées entre ces trois relations pour obtenir la solution
générale souslaforme:

_ 4+1113(12 -Xx)
I(I,-x)




Complément : Intégrales premiéeres non algébriques.
Le procédé qu'on vient de décrire est purement algébrique, ce qui est de nature a
limiter la forme des intégrales trouvées. Dans les cas ou on n'a pas le compte (V) d'intégrales

premieres, il existe un recours sappuyant sur le fait que le(s) déterminant(s),
w=dtm(V,,V,,- Vi, A)yirenss, (EXtraits de W ou I'on supprime R-N colonnes, au choix,

parmi V;, ..., Vx), obéissent alarelation,

Dw= @ )W
S @ i) est une différentielle exacte, @ vy = D .U, onadque lesexpressions,
€n|w| -U=C"

sont des intégrales premieres (peut-étre triviales), a condition que w ne soit pas nul.

Exemple. Soit |'éguation,

_(3y.—Dy.,

XXX 2

Vs
possedant quatre symétries ponctuelles, que I'on a prolongées al'ordre, N-1=2 :
X] = ax
X,=0,

X;=yd,+00, —yjayx -3y.y.0
X,=xd,+yd, +0d, —y.0

Y xx

Yxx

La méthode algébrique ne fournit que deux intégrales premiéres :

1 0 y X 1 Ji
0 1 0 y v, />
0 0 —yj 0 Ve f1=0
_ 2
0 0 _3yxyxx _yxx (3y’f zl)yxx f;(
Yy g
2
I]=x—y—yx
yXX
3
12__y+&
Vx
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Voyons si on peut trouver une troisieme intégrale premiéere non algébrique. On note
d'emblée que,

:w%—;UJ’chDx(ggnyx —yi) = U=6(n|y,

X X X

(N-1)
y

Si on supprimela 3°™ colonne de lamatrice, W, on trouve un déterminant, w, valant :

w=yl, = In(y. )—60n —yi=C’e

pY

Vi

]3 :gnyxx _3€nyx -

X

On aurait pu décider d'éliminer les colonnes 1, 2 ou 4 mais cela n‘aurait évidemment
rien donné de nouveau.

A présent que I'on a trouveé trois invariants, on peut éliminer les dérivées, y, et y,,, et
obtenir la solution de I'équation proposée sous forme implicite,

x=(1,=LI,)+y(1-1;,)+(y+1,)lny+1,|

Etude des symétries des systémes d' équations différentielles.

Il arrive fréqguemment que les équations d'évolution d'un systéme physique se
présentent naturellement non sous la forme d'une éguation unique, d'ordre, N, mais sous la
forme d'un systéme d'équations différentielles. Tel est le cas du systéme de Lorenz gouverné
par les éguations,

X, :O-(y_x)
Y, =rx—y—Xxz
z, =xy— [

Plusieurs questions se posent a ce sujet :

1- Lathéorie de Lie sétend-€elle aux systémes ?

2- Est-il préférable de découpler ce systéme en une équation unigque, par exemple en X,
xx, =[x, —(c+B+1D)x]x,—(c+1)x' +[x+PB(oc+1)x]x,+o[x"+B(1-r)x’ ] =0
et de travailler sur cette équation d'ordre 3 ?

3- Les deux procédures sont-elles équivalentes ?

Ce sont les réponses a ces trois questions qui vont, a présent, Nous occuper.
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1) Lathéorie de Lie sétend en principe aux systemes. Considérons le systeme suivant
(v'=yx, &in d'aléger les notations),

yfk:wk(x’y]’...’ylv) (k:],...’N)

Les générateurs des symétries éventuelles, prolongés une fois (cela suffit puisqu’
aucune dérivée d'ordre supérieur n'est présente) se notent :

N N
X = E(x,y,, vy )0, +an(x,y1,...,yN)ayk +Zn£1)(x’y1,...,yN)ay,k
k=1 k=1

avec: 7, =D, — ¥, D,&
L e systeme devant étre globalement invariant, les NV conditions de symétrie sécrivent :
XYy -w )=0 (k=1--N) mod(y', = @, )

Il semblerait que le probléme soit résolu, livrant une réponse positive a la premiere
question. Ce n'est pas tout afait le cas. Les dérivées premieresy’, devant étre remplacées par
w, toutes les fois qu'elles apparaissent dans les calculs, on se trouve dans une situation qu'on a

déja connue lorsgu'on a étudié les symétries des équations d'ordre un : les N conditions de
symeétries représentent un ensemble d'équations plus difficiles a résoudre que le systeme de
départ. Une infinité de symétries existent bien mais, a part le flair ou la chance, aucune
méthode ne permet d'en trouver une seule a coup sir.

2) Si I'on décide de découpler entierement le systéme de départ en éliminant toutes les
variables sauf une, on tombe sur une éguation d'ordre N qui peut étre traitée par la méthode de
Lie. Comment se fait-il que les équations entierement couplées ou découplées - porteuses de
laméme information - ne réagissent pas de la méme fagon au traitement de Lie ?

3) Pour comprendre pourquoi la réponse a la troisieme question est nécessairement
négative, voici comment on peut raisonner. Prenons, en fait, le probléme a rebours et partons
d'une équation d'ordre, V.

On sait qu'une telle éguation peut toujours étre ramenée a un systeme de n équations

dordres, v, telsque: N = Zvl. . On rappelle, atitre d'exemple, comment Sy prendre pour la
i=1
ramener a N équations d'ordres, v, =1. |l suffit dintroduire N-/ variables auxiliaires

(Vi=y.Y,=Y" Y :y(N_2):yN =y(N‘”):

Y=y,
Vy=;

YW=y ") e :

Yvi=Yy

Yv=0(x,y;, Yy )
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Tout générateur de symétrie du systeme se note :
1 > - 1
X = §(X,y, ¥y )0, +z77k(x’y1"”’yN)ayk +z771€ )(x’yl’.”’yN)ay’k
k=1 k=1

Revenant al'équation originale d'ordre, N, tout se passe comme si les dériveées jusgu'a
I'ordre, N-1, figuraient a présent dans |'écriture de ses générateurs de symétries :

N N
XUV =E(x,y,y oy A (k.Y ey ), Y (k)0
k=1 k=1

Les symétries ains définies existent bel et bien mais ce sont des symétries
généralisées dont |es transformations infinitésimal es se notent :

x=x+&(xyy . y"")
y=y+en(xyy -, y"")
ve=y.+en(xyy -y )

A

=y ren™(x .y y™) mod(yY =w) (k=1 N-1)
on est tres loin des transformations ponctuelles,

{)szJref(x,y)
y=y+en(x,y)

ne faisant intervenir que les variables et non leurs dérivées.

Voila I'égquivalence que nous cherchions a définir en posant la troisieme question : il
est équivalent de chercher les symétries ponctuelles d'un systéme entiérement couplé en N
équations du premier ordre ou de chercher les symétries généralisées d'une équation unique
d'ordre N faisant intervenir des dérivées jusqu'a I'ordre, N-1. Sauf le flair ou la chance, la
méthodologie de Lie échoue dans I'un et I'autre cas. Par contre, elle peut fonctionner :

- pour une équation unique d'ordre, N, Si ses symétries généralisées ne font intervenir
les dérivées que jusgu'al’ordre, N-2, et

- pour un systeme différentiel sil n'est pas entierement couplé, autrement dit, sil
subsiste au moins une équation d'ordre supérieur aun.

Dans ces cas, la condition de symétrie éclate généralement en plusieurs fragments
éventuellement plus faciles a résoudre individuellement.

On peut méme se montrer moins restrictif et tolérer une dépendance linéaire voire
quadratique des générateurs en y™, 'essentiel étant qu'une contrainte existe. Quiil faille
poser des restrictions aux symétries généralisées n'a rien de vraiment surprenant. Plus on
généralise la notion de symétrie moins celle-ci est utile pour distinguer les équations, a la
limite toute équation devient symétrique et la méthode perd fatalement son utilité !
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Symétries genér alisées.

Bien que la théorie analytique de Lie ait éé initialement construite sur les
transformations ponctuelles,

{ﬁ=f(x,y,€)
X=g(x,y,€)

elle peut donc étre étendue dans deux directions opposees. Les transformations non locales
font intervenir des primitives dans le changement de variables et les transformations
dynamiques font intervenir des dériveées.

On rappelle que R(<N) symétries ponctuelles locales ne permettent généralement pas
de réduire complétement une équation d'ordre, N, ou, ce qui revient au méme, de trouver
toutes ses intégral es premiéres.

La bonne nouvelle, c'est qu'on peut gjouter les symétries genéralisées aux symétries

ponctuelles afin de déterminer les intégrales premiéres par la méthode algébrique. Rien ne
change dans la procédure, il suffit qu'on puisse écrire,

R
X, =) fX +gd ie{l2--R}

J=1
J#i

ou R désigne a présent le nombre de symétries ponctuelles et/ou dynamiques. Les f; sont, a
nouveau, constantes ou intégrales premieres.

Exemple. Soit I'équation d'ordre, 4,

2
yxxxx — yxxx + yxxx
Yy Xx

possédant quatre symétries ponctuelles (ici prolongées jusqu'al'ordre 3) générées par,

Xlzax
X, =9,
X;=xd,+d,

X,=xd_+3yd , 12 yxayx + yxxayn_ +00 .

Quatre symétries ne suffisent pas pour procéder a une recherche agébrique des
intégrales premiéres. L'idée vient naturellement de se demander si d'autres symétries
dynamiques ne pourraient pas compl éter cet ensemble.

Rien gu'en se contentant de générateurs tels que & est nul et tels que 77 ne dépend pas

de y.., ON trouve effectivement quatre nouvelles symétries (que nous prolongeons également
jusgu'al'ordretrois) :
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yxxx(] + ym) a
Yxex

X5 :yxay +yxxay, +yxxxay +
: v yxx

1 1 1 1 x
X6 :(y_gxyx)ay +§(2yx _xyxx)ayX +§(yxx _xyxxx)ayxx _Eh(l-i_yxxx)ay”x

XX

2
Y + Yx Yx 2
J, + d,, + 5 (1+y. )0,

pey XX

X7 zy.xxay+yx

XX

2
yxxx +yXXX
7)8}," +(x+3yxx +xyxxx)

ey ey

] 2
X,=(xy,, —Exz ), (Y —x+xp,, )0, +(2y, —1+x DA tym ad,

On trouvera ces calculs laborieux ala section 7 du Notebook. Le calcul détaillé est un
mélange d'automatisation et d'aide manuelle. Rien n'exclut que d'autres symétries existent, en
particulier telles que & n'est pas nul mais il n'est pas nécessaire de les connaitre car huit
symeétries suffisent amplement.

La méthode algébrique est a présent d'application puisque le nombre des symétries
surpasse, N. On résout le systeme sous dimensionne, W, x.;, for =0

1 00 x 0 0 0 1 /i
1 1
x 3y oy Ve XY =¥ v |/
J:
2y — 3
00 1 2y, SR Ve Ve =X+ XY Vir s
3 : ) : ) | 0
- + +
0 0 0 yxx y XX xy XXX y XXX y XXX 2 yxxx _ ] + x y XXX y XXX yxxx 'f:i
3 yxx yxx f;f
1+ +y] +y;
0 0 0 0 _ xyxxx( yxxx) yx;u (] + yxxx)Z (x + 3yxx + xyxxx) yxxx . yxxx yxxx yxxx f‘7
3y XX y xx y XX y XX g

La symétrie X5 est volontairement absente : on a en effet la relation évidente,
X,=A-X;, qui ne nous apprend rien dintéressant S ce n'est que +1 et -1 sont des
constantes ! En fait, toute colonne qui ne contribue pas au rang maximum de la matrice, 7,
peut étre ignorée. On trouve trois intégrales premiéres algébriques,

I]:]+yxxx
yXX
I,=x+y_ -1y,

i
I, =(y—xy)I; —X =yt Ix(x+2y,)

La quatrieme intégrale premiére n'est pas agébriqgue. On la trouve cependant en
remargquant que l'on a:

:]+2ym:[]+ym:Dx(11x+€n|yxx|) = U=Ix+In

y XX y XX

Vox

Vo

L e déterminant de la matrice W amputée des colonnes 5, 7 et 8 vaut
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1+ ?
W:yxxx( yXXX)
Y

=1V Vi

d'ou la quatrieme intégrale premiére vaut, a une constante pres :

—Ijx—€n|yﬂ| = I,=1In

yxxx - Il‘x

]4 = En‘lfyxxyxxx

Les quatre intégrales premiéres permettent a présent de construire la solution générale
sous forme explicite, il suffit déliminer les dérivées d'ordres un atrois:

1 ,
y=c,+c,x+ 2—x2 +c,e"
3

Symétriesdu probleme de Kepler.
Le probleme de Kepler a centre fixe offre un bel exemple de systéme dont les
symétries ponctuelles ne suffisent pas a caractériser la solution. Ses éguations d'évolution se

notent en coordonnées cartésiennes sous la forme d'un systeme de deux équations d'ordre
deux :

x, +ux/(x>+y’ )7 =0
{yn +py (x7+ ) =0
Tout générateur de symétrie, ponctuelle ou dynamigue, se note (non encore prolongé) :
X=8(xy,%,y,)0, +1,(x,9,x,,)9, +11,(x,¥,X,,,)9,
Ce systéme ne possede que deux symétries ponctuelles ce qui est insuffisant pour

trouver toutes les intégrales premieres (R<N). Elles sont engendrées par les générateurs
suivants :

X" =0,+00,+00,  X{”=00,-y0d, +x0,

Dans |'espace-temps, ces symétries traduisent |'invariance par translation du temps et
par rotation autour de |'axe Oz.

Deux autres symétries dynamiques existent dont |es générateurs (non encore prolongés
pour plus de clarté) se notent :

X' =00, +yy,0, +(x,y—2xy, )o, X =00, +(xy, —2x,y)d, + xx,0,

Méme en se faisant aider par un logiciel de calcul formel, il faut un peu de patience
pour déterminer ces symétries. Dans le Notebook (section 8), nous nous contentons de
vérifier que ces quatre opérateurs satisfont les deux conditions de symétrie,
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X [x, + (X +y" )2 ] =0
Xy w4y )] =0

Les quatre générateurs, prolongés jusqu'a l'ordre un, permettent de trouver les
intégrales premiéres du systéme de Kepler. On commence par vérifier (cfr Notebook) qu'il
existe une combinaison linéaire a coefficients variables entre les opérateurs,
X{”=a
XY =-yo, +xd, — y[axf + xtay, —y,,axn +xtt8yn

t

2
X
X7 =0, +(xy=2xy,)0, +(y; — f—dax, +( ﬂr—f =XY,)9,,
Xy X’
X(V =(xy, = 2x,y)0, +xx0, + (5= )0, + (x —H5)0,,

A=3,+x, + 70, — U=, —u>9,
r r

ol ONapose, r=+/x"+y°.

puis on isole un des opérateurs, X;, au choix, en fonction des autres. On a, par exemple :

/4

X :27)(;“ Ry K

R J—“;Xg“+A

Les coefficients des générateurs présents dans le membre de droite sont constants ou
intégrales premieres :

J=xy,—xy (Moment angulaire)
1
En=—(x]+y])- Z'U > (Energie)
2 x’+y
R, =yxy, +X(%—yf)
+
ey (Vecteur de Lenz)
ﬂ 2)

Ry = XX ), +y(W_xt

Toutes ces intégrales premieres sont autonomes (¢ n'y figure pas explicitement). Le
systeme de Kepler étant d'ordre 4, il ne peut exister que trois intégrales premiéres autonomes.
Les quatre intégral es établies sont donc nécessairement dépendantes. On a, de fait, larelation,

R} +R) -’ =2J°W.

L'énergie est classiguement associée a la symétrie par trandation temporelle et le
moment angulaire a la symétrie de rotation dans le plan. On voit que le vecteur de Lenz, (R,,
R,), est associé a deux symétries dynamiques non triviales.
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Symétriesdes systémesde Lorenz et de Hénon-Heiles.

Ces systémes pouvant étre chaotiques, il est inutile d'espérer que la théorie de Lie
permette de réduire leurs équations a un ensemble de quadratures dans tous les cas. Un
systeme génériquement insoluble I'est par quel que méthode que ce soit.

Il est, par contre, tout a fait possible de réduire ces systemes, totalement ou

partiellement, dans certains cas ou les paramétres qui y interviennent possedent des valeurs
particulieres. Ces systemes cessent alors généralement d'étre chaotiques.

Systeme de Lorenz.

Rappelons que le systeme de Lorenz,

X, :O-(y_x)
Y, =rx—y—xz
z, =xy— [

est équivalent al'équation découplée autonome, d'ordre 3,
xx, =[x, —(0+B+1D)x]x,—(c+1)x' +[x+B(o+1)x]x, +o[x"+B(1-r)x’ ] =0

On rappelle un argument di & Poincaré qui précise qu'un systéme chaotique autonome
est toujours d'ordre au moins égal a trois. Or I'équation étant autonome, elle possede une
symétrie évidente, de générateur,d,. Il suffit donc permuter les variables dépendante et

indépendante pour réduire I'ordre d'une unité, faisant passer al'ordre deux (u =t¢,) :

Ly +3u—§)+[i—(0'+ﬂ+])x]u—’;—(0+])iz+[x3+ﬂ(0'+1)x]i+6[x4+ﬁ(1—r)x2]=0
u u u u u u

x(——=%
Cela ne signifie nullement que I'argument de Poincaré interdise subitement tout

comportement chaotique au systeme de Lorenz : I'équation est bien d'ordre deux mais elle est
devenue non autonome.

Pour certaines valeurs des paramétres, S, o €t r, il peut se faire que de nouvelles
symeétries ponctuelles ou dynamiques apparaissent livrant quelques intégrales premieres et
prévenant éventuellement un comportement chaotique. On notera que dans certains exemples
qui suivent, on a éendu la notion de symétrie aux générateurs linéaires en la dérivée seconde,
X Etant dansle cas, R<N, seule la méthode du facteur intégrant est applicable. On trouvera
alasection 9 du Notebook le détail descaculsdanslecas, =0 & o=1/3.

X1:at

1) f= =]
)f=0 & o=1/3 = XZ=e4’/3x,[xxﬂ—xf+§x4]8x

A=xe""? = I=e""(x" —4x] +4xx,)
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intégrale premiére que |'on peut réecrire en terme des variables, X, y, z :

4
I=e4’/3[x7+r3zx2—éy(2x+y)]

D'autres cas de solubilité partielle sont mentionnés dans la littérature :

X, =0,
X,=¢"7(29,-x9.)

1 2 2 3
2)IB=] & O-:E & r=0 = X3:e3t/2[(2%+1)x”+3x7’+2x +5xt x;x]ax
4 2 3 5
X4:e5t/2[(2xxt+x2)xﬁ—2xf+x +22x X, al -;—x ]o,
- I, =é'lx’ - 2_
qui livre: ¢/ ez(xz 2)2 = J:M
12=e’(y +z yo+z

XI :at

3) f=60- = 20—
) f=60-2 & r=20-1 = {Xz=e40’xt[xxtt—xt2+§x4+(3O'—I)(xxt+(1—0')x2)]8x

4
qui livre: Izem(x?—ojyz—xy+(20‘—1)2(xy—x2)+ox(Zy—xz)J

X1=at

4) = =
f=1 & o=1 = {X2=e4txt[xxtt+(]—r)

4
M—(x,—x)z+x7+(3—2r)x2+4(1_r)2]ax
X

4

qui livre: 1=e4’[x7—x2(r+z)+y(2x-y)-4(1—r)zj

X1:az

=2
9 f=20 = XZ=e2°’x,[i+(a+1)ﬁ+éx2+a(1—r)]ax
X X

2
qui livre: I = ez"’(%—ozj
Mentionnons encore deux cas que nous ne détaillons pas davantage :
f=1 & r=0 = I=¢"(y’+2°)

p=1 & o=1 = ]:ez’(—rx2+y2+zz)

On ne connait actuellement aucun autre cas de solubilité partielle et on pense qu'il n'y
en apas. Dans ce probleme, la méthode de Lie savere supérieure a celle de Painlevé exposée
par ailleurs : elle détecte davantage de cas solubles.



Systeme de Heénon-Heiles.

Dans ce probléme, la méthode de Lie retrouve ni plus ni moins les résultats liés au test
de Painlevé, exposé par ailleurs. Ce systeme étant hamiltonien il est naturel de Sen tenir aux
équations du second ordre comme on I'adéjafait pour e probleme de Kepler :

x, +Ax+2Dxy =0
y, +By+Dx’ —Cy’ =0

Les trois cas ou une deuxiéme intégrale premiére existe, en plus de I'énergie, sont
exactement ceux pour lesquels on a pu dégager une symétrie dynamique. Nous nous
contentons de les citer mais le lecteur dispose, a présent, de tous les outils nécessaires.

X, =9,

1) C+D=0 & A=8B =
) {XZ = ytax +xtay

qui livre: 1, =x,y, + Bxy + Dxy’ +§Dx3

X1:at
2)C+6D=0 = 4A-B
X, =
,=[( D

—2y)x, +xy,]0, +xy,0,

A(B-44) , D,

ui livre: I, =
q 2 4D

B—-44
—Dx2y2 +Txf +yx,2 —szy—xx,yt

tandis que la suivante passe le test faible et possede une symétrie dynamique,

X1:at

16D = 16A=8B
9 C+16D=0 & 16 - XZ=[(Ax2+2Dx2y)xt+xf—?ﬁy,]ax—?)fx[ay

qui livre: 1, =9(x’ + Ax* )’ + 12Dx,x’(3yx, —xy, )= 2D°x*(x’ + 6 y° )= 124Dx" y

Conclusion.

La théorie de Lie est assurément l'une des plus belles qui soient en analyse
mathématique. Elle unifie la présentation de procédés d'intégration disparates au moyen d'un
principe de symétrie directeur.

Insistons sur ce fait qu'elle est évidemment incapable dintégrer une équation
génériquement insoluble. L'absence de symétrie est un indice de non solubilité d'une équation
différentielle mais elle ne la prouve pas car rien n'‘exclut qu'une généralisation non envisagée
ne fonctionnerait pas. Autrement dit, aussi puissante qu'elle puisse paraitre, la méthode de
Lie ne peut en aucun cas étre considérée comme une procédure de décision de la chaoticité
des systemes différentiels. Une telle procédure n'existe d'ailleurs probablement pas.
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