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SUR DES COMBINAISONS LINEAIRES D'UN NOMBRE FINI DE
FONCTIONS TRANSCENDANTES COMME SOLUTIONS D'EQUATIONS
DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE

par Axvpri HAUTOT, Dr Sec.
Assistant a I’ Université de Liége

RESUME

Nous généralisons les résultats d’'une étude antérieure consacrée aux solutions poly-
nomiales d’équations différentielles du second ordre. Nous envisageons la possibilité
d’éerire ces solutions sous la forme de combinaisons linéaires de fonctions de Weber ou
hypergéométriques non polynomiales. Nous étudions également le cas des combinaisons
linéaires de fonctions de Bessel. Nous définissons et étudions, un probléme inverse :
la. recherche de I'équation différentielle du second ordre satisfaite par une combinaison
linéaire queleonque de deux fonctions transcendantes d’indices conséeutifs.

1. Dans trois articles antérieurs [1] nous avons recherché sous quelles conditions
les équations différentielles du type

DP" + (@22 + bz + ¢)P' + (d + e2)P =0 (1)

admettaient éventuellement pour solutions des familles de polynémes.

Dans (1), D représentait un polynéme en z du premier, du deuxiéme ou du
troisitme ordre & racines distinetes, que l'on pouvait noter aprés un changement
de variable adéquat z, z(z — 1) ou 2(1 — 2) (& — 2) respectivement.

Nous avons effectivement trouvé une solution au probléme, les polynémes
g'écrivant dans chacun des cas comme combinaisons linéaires de polynomes
d’Hermite, de Laguerre ou de Jacobi respectivement.

Dans ce paragraphe nous généralisons les résultats obtenus en nous intéressant
aux solutions non polynomiales. On a les trois théorémes suivants :

Théoréme 1 : I'équation
"+ (@ bz +of +@d+e)f =0 (a5£0)
a pour solution

i

= lamz + By az -+ b
i P P

E=0
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aux deux conditions suivantes :
c=—j (=0,—1,—2,... fixé)

S0 T
# 1 T

i1 L1 Tia I
R L

On a posé

Ir=——a (—Z—k + 1) (k+c—1)

Sy =d + bk

Te=—(k+1)V—a
Dy(2) est la fonction de Weber-Hermite solution de I’équation
1
2
Les Ag sont solutions du systéme récurrent compatible

ReAra + LA + CrAea =0

z2

Théoréme 2 : I'équation
we—1)f" + (@2 + bt of + @ +e)f =0 (@0
a pour solution

f

i
ZAkF[%—I-k;a—}—b—f-c;a(l—z)] (2)
=0

aux deux conditions suivantes :

c=j (=0,1,2, ... fixd)

l o Co

'; R, L1 T
4 ' ' | —0
( ,%j,L ,9’ e tj_l ‘

On a posé

' yk=d+k(b+j)+(j-—2k)(§+k)

'\%= (i—l—k—l)(k—j—l]

Ckz(k+1)(§—|—k+l—a—b—j)
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Fla;b;2) =1+ g 1:%—1— ... est la fonetion hypergéométrique dégénérée.

Les Ay sont solutions du systéme récurrent compatible
RiAx1 + LxAx + CiAg =0

Ainsi que nous I'avons déja fait remarquer lors de I'étude des solutions poly-
nomiales de I’équation qui fait I'objet de ce théoréme 2, une solution du méme
genre que (2) existe si en plus de la condition déterminante on a @ +b ¢ = —j
(qui remplace ¢ = j). Il suffit pour trouver I’énoncé complet de ce théoréme de
remplacer z par 1 — z dans I’équation de départ, ainsi qu'il a été fait dans I'article
précédemment mentionné.

Théoréme 3 : 1’équation
2l —2) (e —2)f" + (a2 + bz + o)f + (d+ e2)f =0 (a £0)

a pour solution

3

} R S TSN
B . 1—a+ /(1 —a)—4e
j_;cZu s (;"’7"7” I

1—a+/(1—aPf—4e _a+b+q1—1
R e ol

S k L a | . l ; R <
Ta+) P l—a 'l1—a
aux deux conditions suivantes

[ = —o:j (: 0,———0‘;,-——2&, ...ﬁxé}

\ S T
9 1 C1 |
' . sy
, K yj_], Ty
Ry J

On a posé

a1 E—1—m (b —a—j) @m— ket k—i— 1)

@m—% +atj+D)Em—2%+a+)

Ry =

1 —a
T B—A—DB A1)

| Fi = [d — oBk — am(k — j)]

{jAB(2C —B— A — 1) — [Bk-+m(k — j)] (1 — B2 — A2— C++CB+CA)}

?ﬁi?—k—l+m)w+U@m+a—k—ﬂ)

@m—2%k+a+j—3)(2m—2%k +a+j—2)

(a—ll(m—k+a+j—2}(
£ TS —
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avec

a+b4c

11—

A=k—m, B=m—k+4+a+j—1 C=

et

1 —a4 V(1 —a)Z—4e
m=—— —2~—————

F(a,b;c;2) =1+ ‘ff % 1 ... est la fonction hypergéométrique de Gauss.

Les Ay sont solutions du systéme récurrent compatible
RiAx 1 + LrA + CTrAra =0

11 est possible de trouver des solutions du méme type si on remplace la condition
c=—ajpara-+btc= —j(1 —a) ou par ax® + by + ¢ = — joufee — 1).

Pour léeriture compléte de ces théorémes dérivés on se reportera & larticle
déja mentionné & propos de P’étude des solutions polynomiales de la méme équation.

Remarques.

1. Les théorémes précédemment énoncés sur les solutions polynomiales de (1)
sont des cas particuliers de ceux-ci. Il suffit d’y adjoindre la condition polynomiale

¢ = — an pour les deux premieres équations
¢ — — n(n + a— 1) pour la troisicme.

En résumé, dans les énoncés relatifs aux solutions polynomiales de (1) seule la
relation ¢ = — an [ou e = —n(n 4+ a—1)] mérite réellement le nom de condition
polynomiale; la condition déterminante et la relation portant sur les valeurs permises
pour ¢ sont plutét la pour garantir la possibilité d’écrire les solutions de (1) sous
la forme de combinaisons linéaires de fonctions transcendantes connues.

9. Nous omettons les démonstrations de ces trois théorémes car elles ne différent
guére de celles qui concernent Iécriture des solutions polynomiales.

3. Si la vérification de la condition portant sur ¢ ne pose aucun probleme,
il n’en va pas toujours de méme de la condition déterminante qui peut étre assez
compliquée spécialement en ce qui concerne le théoréme 3 pour lequel les valeurs
de %y, S et Ty sont assez compliquées. Fort heureusement, il ressort de I'étude
consacrée aux solutions polynomiales de (1) qu'il est toujours possible de remplacer
le déterminant des % S Tk par celui des Ry 8; Tx qui est beaucoup plus simple.
On a de la sorte :

pour le théoréme 1: \ Ry :la(k_l s 3)

e
[# 7]
L
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Reg=(k—1)(a+k—2)+e
By =@ 8k — (1) Rk —1)
Te = (k + 1) (c + ak)

pour le théoréme 3 :

2. Sur des combinaisons linéaires de fonctions de Bessel.

Dans ce paragraphe nous établissons un théoréme du méme genre que les pré-
cédents mais portant cette fois sur des combinaisons linéaires de fonctions cylin-
driques. Nous nous restreignons au cas des fonctions de Bessel de premiére espéce.
Les autres énoncés sont identiques.

Théoréme 4 : I'équation
(1 —2)22f" + (ce —22)f' + [v¥32(1 —2) +az+ b]f=0 (3)
a pour solution

i
f= AeTnx(ve) (4)
k=10

aux deux conditions suivantes
[ e=j+1 (= 1,28, ... fizé)

yo Co
t@l 5"1 tl
( ) 0
1 .@j_1 P, 41 t;_l
| Ry i |
n se détermine par b = —n?2 — jn

On a posé
g =Y+ E—1 G+ 11—k
s n+k—1
oo _ kDG 14k + 20)
TN LI e 1 ML
n+ k41
Les Ag sont solutions du systéme récun‘er__lt gompatible
ArAr1 + LrAr + CrAr1 =0
Preuve : introduire la solution (4) dans I’équation de départ (3). Tenant compte
de I'équation différentielle du second ordre satisfaite par J, ; il vient :

j
Z Ag {gvad ik(vz) + [a —(n + £)2] 2d u klvz) + [b + (v + £)2] Tpyx(ve)} = 02
=0

Multipliant et divisant chaque terme de cette somme par » -} k et tenant
compte des relations de récurrence '

nda(z) = zdn_1(z) — 2J o(z)
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et
2J(z) = Jn_1(2) — Jni1(2)
il vient

i
Z n;l-kl-tk {2(n + k) [a — (n + k)?] Juex(vz) + [§n + k) + b + (n4-k)2] v pp-1(vz)
k=0

—[j(n + k) —b— (n + k)2] vaka(ve)} = 01

On voit facilement que si b = — n2 — nj, cette expression peut s’écrire

i
D {Behis + Lehr + Tulpa} Juialvz) = 0
k=0
chaque terme de cette somme pouvant étre pris nul vu la condition déterminante.
Cela achéve la démonstration.

Cas particulier ; Les développements de Neumann limités.

Suivant Whittaker et Watson [2] nous appellons développement de Neumann
d’une fonction analytique une expression du type

f(z) = aJo(z) + bJi(z) + cd2(z) + ...

ol a, b, ¢, ... sont des constantes.

Montrons que certains développements limités de ce genre satisfont une
équation différentielle du second ordre & deux singularités.

Faisant 7 = 0 dans Pénoneé du théoréme 4 on obtient I'énoncé simplifié :
I’équation
2l —2)f" + (G +1—2)f + [Ve(l—2) +a]f=0
a pour solution
i
f= > Axdi(va)
k=0
a la condition que
| & To
9 P [

|

|

:: 0
R L0 CTia |
Ay L5
On a posé

Ry = —(j +1— k)
Fr = 2(a —k?)
Te=(j+1+ kv

Les Ap se déterminent comme solutions du systéme récurrent compatible

RrAxa + LrAe + CrAga =0
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3. Théorémes inverses.

Les quatre théorémes que nous venons d’établir, nous les appellerons directs,
ont montré que certaines équations différentielles du second ordre (& n + 1 singu-
larités) possédaient pour solutions des combinaisons linéaires bien choisies de fone-
tions transcendantes (celles-ci étant elles-mémes solutions d’équations & n singula-
rités). Il est bien clair que ces théorémes ne peuvent pas étre inversés en toute
généralité : les combinaisons linéaires évoquées ci-dessus doivent étre correctement
choisies et ne peuvent nullement étre arbitraires; par exemple, la fonction

f2) = Ja(z) + M n.1(2) + Aadni2(z) + 2adnia(2) 5)

ne sera jamais solution de I’équation (3) lorsque A1, Az et Ag seront des constantes
quelconques. Cela est di au fait qu’il y a trop de conditions & imposer et pas assez
de parametres & notre disposition.

Toutefois si on limite le nombre des fonctions transcendantes dans les expres-
sions du genre de (5), il y a peut-étre des perspectives. Celles-ci existent effectivement
et sont résumées dans les quatre théorémes inverses qui suivent. Dans chaque cas
on vérifiera que I'on est obligé de se limiter & des combinaisons linédaires de deux
termes,

Théoréme inverse 1 : la fonction
flu) = Dy(u) + ADy_1(u)
satisfait ’équation

A2 4y 4 1 . A4y 22—y — 2vAZ — 22
SR N S (Y * ol 2 __ o - S _
( 3 ﬂ))‘ + f +(4u gk %, )f 0

Preuve : lorsque les hypothéses sont remplies le théoréme direct 1 s’écrit avec

az + b

la nouvelle variable u = — et lorsque j = 1 : 'équation
—a

b b ad — eb e
e am— S A 2_—: ]. ] e = =0 6
(\/—a u)g +(u —~au+ )g +(a —-a+“u)g ®

a pour solution

1

g=e"[AD () +AD , ()]

-—1
[ @
avec :

: FPoAg + TrA; =0
P1Ag + F1A1 =0

Du théoréme direct on déduit sans peine le théoréme inverse si 'on peut résoudre
par rapport & a, b, ¢ et d le systéme suivant & trois équations :

Fo+ ATy =0 _ € ™
B L =10 A
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Or on calcule

Po=d By — —Z v —a
Fr1=d+b To=—A—a
Le systéme (7) se résout sans difficulté; on trouve
b 24y ad — eb 22— a2 — 2

vV—a X ay/—a A
Portant ces expressions dans (6) on obtient 'équation qui donne g. Celle qui donne
/ s’en déduit sans difficultés puisque

-Eu’
g=¢ f

Remarque : si dans I'énoncé de ce théoréme inverse 1 on fait tendre A vers zéro,
on retrouve I'équation de Weber satisfaite par D,.

Théoréme inverse 2 : la fonetion
f(u) = F(a; B; ) + AF(& + 1; f; %)

satisfait ’équation

A1 "
u)— T o+ 1B+ ol —us

+§u2'—%[1<1+2)(6—x—l)—a]u—t;—lﬁ[(a+ 1—(5)1+oc]£f’

;[(zx + DA+ o) [(f—oa— l)l—oc]—omg,f =10
Preuve : lorsque les hypothéses sont remplies le théoréme direct 2 s'éerit avec
la nouvelle variable « = a(l — z) et lorsque j = 1 : I'équation

e — )"+ D2 — 2a -t aa b+ 17 —[@ 0 —Su]f =0 @®
a pour solution

f=AgF(Z;a+b+1;u)+A1F(§+l;a+b—|-l;u)
avec

SoAo + CoAy = 0
.@1;&(] + y}_Al =0

Du théoréme direct on déduit sans peine le théoréme inverse si 'on peut résoudre
par rapport & a, b, d, et e le systéme suivant & quatre équations :

Fo+2Cp =0 +b4+1=08

R+ rF =0 = (9)

a
€
a
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Or on calcule

‘ Fo=d + ‘ P =— 2
a a
?ylszrb—‘i o R,
a a
Le systéme (9) se résout sans difficulté; on trouve
a1
o=—T et 1—pp + 2

2a b= D0+ 2)(B—a—1)—a]

d+e =;[(a+ DA+ o] [(f—a—1r—a]

11 suffit d’introduire ces expressions dans (8) pour obtenir le théoréme inverse 2.

Remarque : si dans I'énoncé de ce théoréme inverse 2 on fait tendre ) vers zéro,
on retrouve I'équation hypergéométrique confluente.

Théoréme inverse 3 : la fonction
flu) =FB,v; 8;u) +WFE+ 1,y —1;8;u)

satisfait I'équation

wt — [ M= DO 0B | (e + Awt B

2 Y—B—1¢
My—1)E—B—1) —Bly —3)] Oy — M -LyAHBy—BN |,
ot on a posé pour abréger
A &
(B+y) 1) INy—1) B—E—1)—Bly—3)] + [B+Ay+1)] MNE—E—1) + (8—)]

Moy —B— 1)

p_ 0+ DMy —1)E—B—1)—By—3)

Preuve : lorsque les hypothéses sont remplies le théoréme direct 3 s'éerit avec
]
la nouvelle variable u — _l_z et lorsque j = 1 : 'équation
—a
1 b b—a d
at —u) (2 — ) £ [+ 25w T g (T 4 en) 10 10)
1—a —1)2

a pour solution

a + b

{ = AoF (-—m,m—}—a; —-“E,u) -+ AIF(l—m,m—}—a—l;ai_{— b_a;u)
—u

1 1—u=
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avec : zyoAn—f—COAl:O et e=—mm +a—1)

F1ho + 1A =0

Du théoréme direct on déduit sans peine le théoréme inverse si 'on peut résoudre
par rapport & a, b, d et e le systéme suivant & cinq équations :

g%ntmu:o g=“glii:_°t
B y=m+ea
Or on calcule
= W e i _mle—1)(8—m—a)
SFo=d+om— — om +a—1 Ry = e
Frmd—apm+a—1)—mEe—DE—d a0
’ m+a—)@e—1)@E+m—1
Co =

o2m + a— 1
Le systéme (11) se résout sans difficulté; on trouve

1 BN 7\(7—1}3—@—1)—5(T—3

1—o ANy —B—1)2
a=0+y e=B(y—1)
2a+b a+b—a
= A =
a—1 (a—1)2
d—+e _,_[MY*1)(3—3—-1)—5(Y—3)](7\Y—7\+BT1+3T—B7\}
g—1 Ky—f—I)

Il suffit d’introduire ces expressions dans (10) pour obtenir le théoréme inverse 3.

Remarque : si dans 1'énoncé de ce théoréme inverse 3 on fait tendre A vers
zéro, on retrouve I’équation hypergéométrique.

Théoréme inverse 4 : la fonction

f = Ju@) + Maa(w)

satisfait I’équation

M2n 4 1) ., 2020 + 1 1.
T 1 u] U= [ 1+ 12 Yt “Z_] f

s 2
Ls —_(12_+4;21)4u]u2+7i+7‘2{”+£ +)\n(n+l(2n—{_— {f_o

T+ Y]

Preuve : lorsque les hypothéses sont remplies le théoréme direct 4 g’écrit avec
la nouvelle variable u — vz et lorsque j = 1 : I'équation

(v—wyu f* + @vu —u?) f' + [uB(v—u) 4+ au + bv]f =0 (12)

22



a pour solution
f = AoJa(u) + Ardn,a(w)
avec : Folo + ToA1 =0
FAg+ S1A1 =0

Du théoréme direct on déduit sans peine le théoréme inverse si 'on peut résoudre
par rapport & v, @ et b le systéme suivant & trois équations :

o+ 1CTop=0
b=— 1 13
By AP =0 n(n + 1) (13)
Or on calcule
Fo = 2(a — n?) Ry = —2v
P =2[a—(n + 1)7] Co=2v
Le systéme (13) se résout sans difficulté; on trouve
_—M2rn+ 1) amnz—k)\?[n—_;—lyz
T+ h 1+ 22

Il suffit d’introduire ces expressions dans (12) pour obtenir le théoréme inverse 4.

Remarque : si dans I'énoncé de ce théoréme inverse 4 on fait tendre A vers
zéro on retrouve I'équation de Bessel.

4. Conclusion.

Dans cet article nous nous sommes proposé d’élargir notre connaissance de
certaines fonctions transcendantes en recherchant si des combinaisons linéaires de
telles fonctions, soit arbitraires, soit convenablement choisies, sont susceptibles de
satisfaire des équations différentielles du second ordre.

Lorsque les coefficients de la combinaison linéaire sont bien choisis, le probléme
peut étre résolu pour un nombre quelconque de termes. Lorsqu’ils sont arbitraires,
il faut se limiter & deux termes du moins si 'on ne prend en considération que les
équations dont le nombre de singularités ne dépasse pas de plus d’une unité celui
des équations satisfaites par les fonctions que 'on combine. Sans qu'il soit actuelle-
ment possible de s’avancer davantage il est possible sinon probable que des études
ultérieures montreront que des combinaisons linéaires contenant plus de deux termes
réclament ’adjonction de singularités supplémentaires & I'équation différentielle.
Une voie semble dés lors largement tracée qui permet de renouveler quelque peu
Pétude classique des fonctions transcendantes comme solutions d’équations diffé-
rentielles du second ordre.

Imstitut de Physique
Sart Tilman par Liége I (Belgique)
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