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SUR LES SOLUTIONS POLYNOMIALES
DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE
2P 4 (@22 + bz + )Py, + (d + ez + f2)Py = 0

par Axpré HAUTOT
Assistant a U Université de Liége

RESUME

Dans le cadre de la recherche des solutions polynomiales de I'équation générale

(a2 + Bz + Y)Pn + (@2* + B’z + )Py + (2"2" + B2 + Y)Pp = 0,
nous consacrons le présent exposé au cas particulier o = 0, £ =~ 0. Des solutions poly-
nomiales sont trouvées de méme que la forme des polynémes correspondants, & savoir
des combinaisons linéaires d’un nombre fixé de polynomes d'Hermite.

Y

1. Le présent article fait suite & un article d’inspiration identique paru anté-
rieurement [1].
Si dans Déquation générale de départ
(022 + B2+ P, + (@2 + B2+ Y )P, + @2 + B+ Y )P =0,
on pose o — 0 et B -~ 0, P'équation peut se mettre sous la forme
2Pl + (az2 + bz + )P, + (d + ez + f22)Py =0 (1)

Seules nous intéressent les solutions polynomiales

kL
P, = ‘:\ Ak,

—

k=0
Il est facile de voir que e = —an et f =0 sont deux conditions polynomiales
nécessaires. Elles ne sont toutefois pas suffisantes. I convient en effet d’y adjoindre
la condition déterminante obtenue en introduisant dans (1) I'expression donnant P, :
So Ty
.Rl Sl T1

Rﬂ—l S'ﬂ—]. Tn—l
R‘R Sfi
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ot 'on a posé
Ry =a(k—1—mn)
Sg=d -+ bk
Te = (k+ 1)(k + )
Il n'est guére possible d’expliciter davantage cette condition polynomiale car

Pordre du déterminant augmente avec l'ordre n du polynéme. Il est cependant
possible de trouver une famille entiére de solutions polynomiales : paraphrasant un

raisonnement déja explicité dans larticle précédent, nous remarquons que si ¢ = — j

(=0,—1,—2, ..., fixd), T; = 0 et une solution & notre probléme se trouve en

adjoignant & e = — an et f = 0, la condition polynomiale supplémentaire ‘
So : Tg

Ry Sy T

Bicy By Wy
R, S

2. Forme des solutions polynomiales.

Si dans (1) les conditions polynomiales suivantes sont réalisées :

c=—j (=0,—1,—2,..., fixé)

;: 0 { deux conditions nécessaires
\ So Tq
R St T

Ria 80 Ty
Ry 5

alors les solutions P, s’écrivent comme combinaisons linéaires d’un nombre fixé de
polynéomes d’Hermite :

i
Po= > Al ( s ") 3)

&= v/ —2a
Preuve.
Introduisant (3) dans (1) et utilisant les relations :
H, — 2yH, + 2aH, = 0
H;, = 2nH,4
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il reste a démontrer :
L ( 2a _ . |
Z Ay % (n— kyHppr + (@ + bR Hap — ky\/— 2aH - { = 07
= ? \/ — 2a |
Remplagant yH, x par une combinaison & coefficients constants de H,—x-1 et
Hy 1 d Paide de la relation Hy = 2yH,-1 — 2(n — 1)H;—2, il vient tenant compte
de ce que ¢ = —J :

i
Z {Agale +k— 12—k +1) A= 2a — A2(d + bk)
k=0

1 Agsa(k 4+ 1) 4/ —2a} Hy g = 0°
Cette relation est exacte si le déterminant suivant est nul.

Fo  Co
# 1 T

R L1 G
R L

ou I'on a posé

By = —/—2a(n—k + 1)(k +c—1)
F—=d -+ bk

1 =
tkz—(k+1}§\/-—2a

Puisque la forme (3) est polynomiale, cette relation (4) ne peut qu'étre équi-
valente & (2). Le théoréme est done démontré. De plus, le lecteur vérifiera la curicuse

égalité entre déterminants, valable pour toutes valeurs entitres de j(N.B.¢ = —j) :
So To S To
R]_ Sl Tl . 9? 1 y i C[
Rj1 S Tia Hi L1 Tia
R; Sy Ry F
Remarques.

1) Dans I'expression (3) de la solution, les Ag sont solutions du systéme récur-
rent
A + LrAr + CrArn =0

2) Les polynomes Py satisfont I'équation (1) qui ne posséde qu'une seule sin-
gularité. Nous avons démontré que P, pouvait s’éerire sous la forme d'une com-

662



binaison linéaire d’'un nombre fixé de polynémes d’Hermite. Si on se rappelle que
les polynémes d’'Hermite satisfont une équation & zéro singularité, on constatera
que le nombre de singularité a déeru d'une unité. Un comportement semblable a
été signalé dans l'article précédent a propos de 1'équation

z(z — 1)Py + (a2® + bz + c)Py, + (@ + ez + f22)Py = 0.
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