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SUR LES SOLUTIONS POLYNOMIALES
DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE
2z — )P, + (az? + bz + )P, + d+ ez + f2)Py =0

par AxprE HAUTOT
Assistant @ I Université de Liége

RESUME

Dans le cadre de la recherche des solutions polynomiales de I'équation différentielle
géndrale
(a2t + Bz + Y)Ph + (a2 + Bz + ¥)P) + (a"2* + B2 + Y")Pn = 0,

nous consacrons le présent exposé au cas particulier o 5= 0, w £ 0, B2 — duy 3£ 0. Des
conditions polynomiales sont trouvées ainsi que la forme des polyndmes correspondants,
a savoir des combinaisons linéaires d’un nombre fixé de polynémes de Laguerre. La
mécanique quantique utilise des solutions particuliéres de ce type.

1. Parmi les ouvrages les plus complets tabulant les équations différentielles et
leurs solutions, nous citons ceux de G. M. MUurPHY, E. Kamke, Harry BATEMAN.
Néanmoins, ces essais ne sont pas entiérement satisfaisants : aucune étude systé-
matique n’est entreprise, partant d'une forme générale de I'équation différentielle,
par exemple

(a2 + Bz + PP, + 2 + B2+ Y)Pu + @2+ 2+ )Pa=0 (]
et étudiant pas a pas chaque cas particulier.

Considérons I’équation (1). Si nous particularisons les valeurs des parametres,
nous trouvons comme solutions des polynéomes de Jacobi, Laguerre ou Hermite
lorsque les relations de récurrence entre les coefficients de P, sont & deux termes.
Dans ces cas, il est toujours tres facile d’éerire les conditions polynomiales.

2. Dans le présent exposé, nous nous intéressons évidemment uniquement aux
équations du type (1) qui ne se réduisent pas aux équations de Jacobi, Laguerre
ou Hermite. Le tableau qui suit clarifie la situation.

Epinglons tout d’abord la remarque suivante :

Lorsque I'équation posséde deux points singuliers (resp. un p.8.), il est toujours
possible de les noter 0 et 1 (resp. 0) apres un changement de variables adéquat.

Présenté par F. Bureau, le 20 novemnbre 1969.
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Tableaw : pour partons de l'équation générale
(o + Bu + V)P, + (o'u® + 8w + y")P), + («"u® + B"u + ¥" )Py =0
I a£0
ler cas @ (2 —doy £ 0
(1) = z(z—1)P; + (az2 + bz + ¢)P, + (d + ez + [2)Pn =0

si @ =0 : l’équation obtenue a pour solutions polynomiales les poly-
némes de Jacobi

si a0 : l'équation obtenue est a étudier
2¢me cas : (2 —day =0
(1) = 22P) 4+ (az® + bz + )P, + (d + ez + [2)Pp = 0
a étudier
II. a=0; 33£0
(1) = 2Py + (@22 + bz + )P+ (@ + ez + )P =0

si @ =0 : I'équation obtenue a pour solutions polynomiales les poly-
némes de Laguerre

si a0 : a étudier

L. 0 =0; 3=0; y#0
(1) = Po+ (a2 + bz + )P, + (d + ez + f2)Py = 0

si @ =0 : l'équation obtenue a pour solutions polynomiales les poly-
ndmes d’Hermite

si a0 : a étudier

Tl y a essentiellement quatre nouvelles équations & étudier. La suite de cet
exposé concerne la premicére d’entre elles :

#z— )P, + (az? + bz +c)P;, + (d + ez + [22)Py = 0 (= 0) (2)
3. Solutions polynomiales de I'équation (2).

i

Introdunisons P, = > Jpzk dans léquation (2) et exprimons que tous les &
e

k=0
a partir du rang » + 1 sont nuls, &, étant différant de zéro. 1l vient que e = — an,
que { = 0 (conditions polynomiales nécessaires) et que

alk — 1 —n)hg—1 + [d + k(b + k— D + (¢ —k)(k + D =0

( —ahpy + [d+nlb+n—1) kg =0
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(Vest un systéme algébrique homogene : la condition polynomiale est :

So To
Ry S1 Ty

R, & Ty =0 (3)

Rﬂfl Sn—l Tﬂ—-l
R, Sa

oil nous avons posé :
Ry =alk—1—n)
St =d+ kb+Ek—1)
Tp = (c—k)(k + 1)
11 semble trés difficile de trouver la condition polynomiale générale parce que

Pordre du déterminant augmente avec l'ordre n du polynéme. 11 est néanmoins
possible de trouver une famille de golutions polynomiales.

Si I'on pose ¢ =j (j=0,1,2, ..., fizé) il en découle que T; = 0. Il est alors
possible de satisfaire (3) de deux maniéres distinetes :

lére possibilité : on impose la condition polynomiale supplémentaire

So To
R 8 T

=0
Rj-1 8 Ty
R,
2eme possibilité : on pose hp = M = ... =N = 0 et on impose la condition
polynomiale supplémentaire :
811 Ty
Rirz Sjr2 Tie
=0

Rp1 Sna Ta
Rn  Sa
11 est trés difficile d’étudier la deuxiéme possibilité car Pordre du déterminant

augmente & nouveau avec l'ordre n du polynéme. Dans ces conditions, nous nous
intéresserons uniquement & la premiére possibilité.
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4. Enongons le résultat principal de cette étude :

Si les quatre conditions suivantes sont satisfaites :

f=0 /

qui sont deux conditions nécessaires (4)
e=—an )
c=7j (=0,1,2, .., fixé) (5)
T
R; S1 Ty
, =0 (6)
Rj_l Sj_l Tj_l
R, 5

I'équation (2) a pour solution polynomiale

i

P,,:ZA;;F[k—n,a+b+c; a(l —2)] (7)
=0
ou F représente les polynémes de Laguerre : F(a, b, u) = 1 + %% + e

Preuve : Introduisons (7) dans l'équation (2); tenant compte de l'équation
différentielle satisfaite par les polynémes de Laguerre, il reste & démontrer

i
ZAk?—cu[w + (@d—ak)F(k—n) +akuFk—n){ =07 (8)

(ot on a posé 1 —z = u).

d F(k—mn)
du

F(k 4+ 1-—mn) et F(k—1-—n) d’autre part, on voit que si ¢ = j, la relation (8)

devient

Utilisant les relations de récurrence entre v F(k —n), w d'une part,

i

Z{k-—l—c k—l—fn}Ak_l—f—[d—-cn+k(b+2c—2k+2n)]A¢
B b B Bl e R e — ) == ©)

I1 n’est, pas possible de satisfaire (9) que si 'on remplit la condition de compa-
tibilité suivante : :

Fo T
3 S ¢

=0 (10)

R L1 T
#
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oll nous avons posé
Ry =(k—1—c)k—1—n)
Fr=d—cn + k(b 4 2c — 2k + 2n)
Cr=Gk+Dk+1—n—a—b—¢)
Vu que ¢ = j est néeessaire et puisque (7) représente effectivement un polynéme

du n® ordre, la relation (10) est satisfaite automatiquement et de plus (10) doit étre
équivalent a (6). Le théoréme est ainsi démontré.

De plus, (6) et (10) sont équivalents et le lecteur vérifiera la curicuse égalité
correcte pour toute valeur enticre de j(N.B. ¢ = j) :

Sy T N
Ry St T, 3 S 1
Rjq S0 Ty Rj1 L Tia
Ry Sy Aj &y

Remarques :

1) Une autre solution peut étre déduite de la précédente en posant 1 —z = u
dans (2). L’équation (2) devient :

w(w — 1)Py, + [—au? + (2a + bBju— (@ + b + )] P, + [(d —an) + anu] P, =0

La nouvelle solution s'obtient done en remplacant simultanément dans les
équations numérotées de (4) & (7) :

z par 1 —z ¢ par — (@ + b -+ ¢)
a par —a d par d —an
b par 2a + b n par n

En particulier la condition (5) devient : @ + b + ¢ = —j.

2) Dans l'expression (7) de la solution, les Ay sont solutions du systéme récur-
rent :

RiAp1 + LrAp + TApn =0

3) Le polynéme P, satisfait une équation & deux singularités. Nous avons
prouvé que P, pour chaque valeur de #n, peut étre écrit comme une combinaison
linéaire d’un nombre fizé de polynéme de Laguerre ; si le lecteur se rappelle que
I'équation de Laguerre ne posséde qu'un point singulier, il lui apparait que le
nombre de singularités a décru d'une unité. Ce fait ne semble pas étre dii au seul
hasard ainsi que nous tenterons de le montrer dans un article ultérieur.

5. Cette théorie trouve une application dans la théorie de 'atome hydrogénoide
de Dirac. Moyennant quelques transformations, I'équation pour une des fonctions
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d’onde radiale s'éerit,
2z — D" + [2Zar/y22 + 2(s — Zay/Y)e — (1 + 29)]

o 3 2zm\/§(zm ;:/; + s)z — [zm/% + 274 (za ;\7% + s) VY14t s:' ff =0

(L’autre fonction radiale g obéit une équation du méme type).

Les paramétres qui apparaissent sont des constantes physiques.

_ mpe? —E B+ mye?
T= o + B -
I = nombre quantique orbital ; s = '\/ 12— 722

o = constante de structure fine.

En fait, f et g satisfont un systéme différentiel du premier ordre couplé. Tous
les auteurs partent de ce systéme couplé pour écrire la condition polynomiale.

La théorie qui précede permet de trouver la condition polynomiale en raisonnant
sur le systéme découplé du deuxiéme ordre ainsi qu’on le fait le plus souvent en
mécanique quantique. Le lecteur vérifiera de suite que

[ e=—an
\a--{—b—f-c:——l (done j = 1)
| o Co

=—(an—2a—b—d)d—an) —an =0

@ P

/

1

sont satisfaits si ’énergie est quantifiée selon la relation

_n=3+zaT;1
2

vy
La solution f apparait alors comme étant une combinaison linéaire de it+l=2
polynémes de Laguerre. Idem pour g.

Conclusion,

Le présent article a étudié des solutions polynomiales d'une équation différen-
tielle bien définie. Des développements ultérieurs des sciences physiques utiliseront
peut-étre des polyndmes de ce type. Un premier exemple existe dans la théorie de
I'atome hydrogénoide.

Institut de Physique
Sart Tilman par Litge T (Belgique)
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