SUR UNE GENERALISATION DES EQUATIONS
DE BESSEL ET DE WEBER

André HAUTOT

RESUME

Nous recherchons ’équation différentielle du second ordre satisfaite par
la fonction f=X J + X 1+t lmln+mquii:01nbi11c lincairement de
fagon quelconque m+ | fonctions de Bessei d’indices consécutifs. Nous mon-
trons que les coefficients de {7, f* et f dans I’équation différentielle sont des
polynomes de degrés m+ 2, m+ 1 et m + 2 respectivement, s'exprimant
linéairement a partir des polynomes de Lommel. Nous procédons de méme
avec une combinaison linéaire quelconque de m + | fonctions de Weber. Les
coefficients polynomiaux de I’équation différentielle cherchée s’expriment
dans ce cas a partir des polynomes de Weber définis dans ’article qui préce-
de.
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INTRODUCTION

Nous avons étudié au long de quatre articles anlérieurs“) les éqtiations
différentielles du second ordre satisfaites par des combinaisons linéaires bien
choisies d’un nombre arbitraire de fonctions transcendantes d’indices consé-
cutifs et par des combinaisons linéaires quelconques de deux telles fonctions.
Pour ce qui regarde les combinaisons linéaires de fonctions de Bessel, nous
étions parvenue a la conclusion que la fonction f = Y, + A, satisfait
I’équation du second ordre :

2 A(2n+1) 22 (2n+1)
+ 0 R e SO

u [u+ —1f"+[u luf’
A+l A2+l

2
3 A2n+l) » n? + A (n+!)2 An(n+1) 2n+1)
+ [u + ————— v - u-— ]f=0.
2241 A2+ 1 A2+ 1

Une équation analogue existe pour la fonction D, + AD,, | qui combine
deux fonctions de Weber.

Nous n’avons pas étudié le probleme lorsque la combinaison linéaire
contient plus de deux fonction de Bessel. Toutefois en concluant le dernier
article de la série (1), nous émettions I"opinion que lorsque I’on inclut des
fonctions supplémentaires dans la combinaison linéaire d’indices n+2,
n+3,., n+m, il faut sans doute prévoir dans I’équation différentielle corres-
pondante une singularité supplémentaire pour chaque terme ajouté soit au
total m+ 1 singularités. Cest ce point que nous nous proposons de vérifier ici
en le précisant notablement. Nous envisagerons successivement deux généra-
lisations : la premiére traitera des combinaisons linéaires de fonctions de
Bessel et la deuxiéme des combinaisons linéaires de fonctions de Weber.
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Il. GENERALISATION DE L’EQUATION DE BESSEL

Soit la combinaison linéaire arbitraire de m+ 1 fonctionsde Bessel :

m
f=2 2 Josk (1)
k=0

Nous allons montrer qu’elle satisfait une équation différentielle du type :

w2 P @) s Q™ @ e+ & -0 2

P, Q et 6t sont des polynomes en u de degrés m, m et m+ 2 respectivement.
Nous construirons ces polyndmes. Leur structure présente d’ailleurs certaines
particularités que nous établirons en chemin :

1) Le polyndome Q se déduit de P par la relation

Q"™ () = (m+ 1) B™ ) - up ™ )

Parexemple,siP( =u +au +bu +cu +du+e
(5)

3 2
alorson a Q =u5+2au4+ 3bu +4cu +5du+6e

2) La recherche du polyndome & du degré m+2 se raméme a celle d’un
polyndme S(m) de degré m ainsi qu’on le verra par la relation

3
6:‘(nru 2) _ 112. P(rn) . S(m) (3)

Pour abréger les écritures, nous omettrons les indices supérieurs dans I’écritu-
re de P, Q, & et S. Introduisons la fonction (1) dans I’équation (2), on
obtient '

2 m m m
PN I” Ta i+ ®RENT L, =0
wEEy mk*“Qo e Sl

Eliminons les termes en J "n +k 8rice a I’équation de Bessel ; il reste
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m 2
kE )\k [(n+k) P+S]Jn+k+ U(Q—P}J'n+k}= 0 (4)
=o +

La suite des développements analytiques fait intervenir la théorie des polyno-
mes de Lommel. Nous allons les définir et en énoncer quelques propriétés
utiles telles que nous les trouvons dans ’ouvrage de WATSON(?).

1
Les polynomesde Lommel notés Ry, »(v) sont d’ordre m en 5 etenw. Ils
sont définis par la relation fondamentale :

] =] R -]

r+m v mp p=1, m-1,p+1

On note que les fonctions de Bessel de seconde espece Y satisfont la méme
relation ; de pluson a la relation ;

Y J sl Y =-——R
v+m v—1 v+m v—I1 m,p (5)

Par ailleurs les polynomes de Lommel satisfont un grand nombre de relations
derécurrence parmi lesquelles

- 2(r+m)

R + R = R (6)
m--1,p m+ 1w u m,y
R e s =%£I_“_i_1.2 R (7)
m—ly ¥ m+lp m—1,v+1 m+1,p—1 u m,»
R ==R 4R i (8)
m,p u  mpy m—1p m—1,v+1
pr Lol g - 9)
my B Tu m,v m-1,v+1 m+ 1w
=—R (10)
-m—2,v+m+1 m,v
R - R =1 (11)
my m, v+l m+ilpy m—1 v+l
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m
Ces relations suffisent pour I’étude qui nous occupe ici. Notonsg = Z Ay

Y,k une solution de (2) linéairement indépendante de f : k=0
2
on a simultanément u PP+ uQf +&F=0 (12)
2
u Pg”+uQg +8g=0 (13)

ou P, Q et & sont des fonctions inconnues polynomiales ou non. Multipliant
la premiére de ces équations par g (resp. par g') et la seconde par f (resp, )
et soustrayant membre 2 membre les deux égalités, il vient :

8]

u PW =-uQW (14)
e |

u P(fg” - £°g) =6(W (15)

ot W est wronskien de ’équation différentielle cherchée (2) : W = fg’ —fg,
et ot W et Iz dérivée de ce wronskien.

Puisque nous connaissons f et g, nous pouvons-espérer calculer W, W’ et
f‘!g'}'} . f’!!g‘.

a) Calcul de wronskien W =g’ — f'g.

m m s
W=2 Z *k"j“n+kYn+j'Jn+kYn+j]
k=0 j=0
m m i—k

W= I N VpeiTneket = Yaejse1Inek * o Tnek Yool
k=0 j=0
1 m m j—k . )
=5 I X M A[Yn4j Jnek+1* YosekTn+je1 * 70 Tnek Ynej = Inei Ynek)
k=0 j=0

- Yn+j+l Jnax — Yhsk+1 ]n+j]

Regroupons les termes deux a deux de telle sorte que (5) soit applicable :

1] 2 m m

widf: ¥ B g bk R
27U Ko jmo kA [N—kn+k+1* Bk

L i—k
—j.n+j+1- —‘—1‘ Rj_k—l,n+k+ 1]
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Eliminant le dernier terme avec I’aide de (7) et modifiant le deuxiéme grice a
(10) il reste finalement :

m m

1 o
” xu Z I MNIR g nek * Rjk, neka1] (16)
k=0 j=0

Le wronskien de I’équation cherchée s’exprime donc linéairement en
fonction des polyndomes de Lommel.

b) Calcul de la dérivée du wronskien W’.

k=0 j=0

W=x 2 Z 4NICR g nikr + GRik neks1y]

Explicitant le calcul des dérivées et utilisant les formules (8) et (7) dans cet
ordre, on trouve finalement :

) 1 m m
A F : . .
v ST Ko §i5 Ak A [(n+j=1) Ri Kk, n+k—1—(M+i+DRy_1 1ix41)

(17)

¢) Calculde I'expression T =fg” — g’

s > 2 2
= E h X' L] - " i3] »
wt kz:-o j=o k% Pk Yhej— v 3nak Yol

Tenant compte de I’équation de Bessel, il vient :
2 ' o2 2 2 2 -
uT =§ Z A "j {l(nﬂ) —u ] ],n+kYn+j_ [(n+k) —u'] Jn-l»kYrH'-'}
J
2 2 5 2
=(u —n )W + i f lklj [(J +2jn) J’n+kYn+j o (k +2kn) Jn+k Y'n+j]_

2 2 l -2 + ] - 2 Zk ] Y’ 1
=(u —n W +a2—§ ?)\klj[(l +2}“);n+kyn+j (k +2kn) Iy x Ynaj

2 . .
+(k +2kn) Fy o Yo, k=G +2in) I 5 Vgl



Utilisant la relation (5) deux fois, il vient :

2 2 2 1 2 2 n+j
uT=@W —n )W +-i i) ?)‘k"j {(k +2kn) EITRj—k—l,nHHl_R]'—k,n+k+1]

+ Idem (ke— j)}
Utilisant la relation (6) il vient finalement :

1 m m
ulT =(1.12 —nH)W+— Z R A 2+ 2kn) [Rj—k—2,-n+k+l - R‘j~k,l’l+ k+1]
T k—0j=0

(18)

Les trois quantités que nous venons de calculer satisfont le systéme (14-15),
réécrivons-le sous une forme légérement différente :

_um+l WQ =um+2W’P
(19)

1 2
e P WR

m+1 m+2 m+3
Les expressions u W, u Wetu T étant des polyndomes en u

dont les racines sont en général sans rapport entre elles vu la valeur arbitraire
des coefficients A» le systéme (19) ne peut étre satisfait qu’en posant :

P=aum+lw

O™ (20)

m

=au +l(112'1‘)

a est une fonction quelconque de u. On voit que si 'on introduit ces
expressions dans I’équation cherchée (2), ce facteur a disparait de telle sorte
qu’on peut I'ignorer ou le considérer comme constant.
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m

Le probléme est donc complétement résolu : ia fonction f= Z A Jn+k
k=0

satisfait I’équation différentielle du second ordre 3 m+ 1 singularités :
2
uPf+uQrf+af=0

ou P, Q et 61 sont des polyndmes de degrés m, m et m+ 2 respectivement,
donnés par les formules (16), (17), (18) et (20).
En particulier, les formules (20) permettent de vérifier immédiatement

la relation :

Q=(m+ DP—-upP’
Exemple :

La fonctiont =J Un+l + Jn+2

satisfait I’équation différentielle

2 2 2 4 3 2
u (u +eu+B)f"+ (Xu +yu+zuf +(au +bu +cu +du+e)f=0

ou les coefficients ont les valeurs suivantes : x i ]
i 1\~[_;_1(3n+3} + (2n+1)] g =‘iﬁwl_(n+l)2
AC o+ (u—-1)¢ i® o GudyP
7
- 2 [(4(2n+3) + (2n+1)] L. 124 (n+1)"
A2+ (u—1)>2 A2 4 (u-1)?

o 2 2 2 2 2 2
— )i{_;_xign+3) + (2n+1) ] & _2u(3n +6n+4) — n —p (n+2) —x (n+1)
A2 4 (u—1)2 A2+ (u-1)2

=An(n+1) [0 (2n+3) + (2n+ 1] - 224 (n+1)(2n+3)

d & ———— Skl

A2 4 (;.1—1)2

2
dun (n+1) (n+2)
3\2 + (;1--—1)2
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11I. GENERALISATION DE L’EQUATION DE WEBER

C’est un résultat du méme genre que nous établissons ici sauf que les
fonctions de Bessel J,, sont remplacées par des fonctions de Weber D,,. Nous
recherchons donc I’équation différentielle satisfaite par la fonction :

f”‘oov"'hl Dv+l + ...+ )‘mnwm

Les fonctions Du sont définies en conformité avec les notations suivan-
tes 3) :
2

. 1 u .
Dy+{v+;—-z+)Dv=0 (20)

“=

D,y =ub,~2D, 3

Recherchons 1’équation satisfaite par f sous la forme d’une équation du
second ordre :

PP+ QP +RF =0 (22)
m
Soit g = kZ Ak F, 4k une solution de (22) linéairement indépendante de f
=0

ou F,, solution de (21) linéairement ind¢pendante de D, a été définie dans
article précédent (3). On adonc

Pg”+Qg +g=0 (23)

Travaillant comme au paragraphe précédent, on obtient assez facilement en
combinant les équations (22) et (23) la solution sous une forme analogue a
celle rencontrée lors de la généralisation de I'équation de Bessel. 11 suffit
d’écrire :

P=a W
Q=-aW (24)
R=aT
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ol o peut étre pris constant égal a 1 puisque il multiplie tous les termes de
I’équation cherchée.

a. —Calcul du wronskien.

m m
W= z )nk h’ [Dl’+k Ftp-}.j - D'D-l-k FP""j]

k=0 j=0
_E 4“]“-‘ Ag Aj Dy4k+1 Fp+j - D,k Fv+j+l}
1
- 5 zk: ?hk hj le+k+l Fp+j * Dv-l-j'l'l Flr'+k = Dl"i'k Fl"+j+1 e

Dv+ j Fw k+ l]
Regroupant les termes deux a deux et utilisant (14)53) il reste finalement (*)

m m ) ;
W= 3 a\ \/:I‘(v+k+l) pkrek+l (25)
k=0 j=o "

Donc le polynome P s’exprime linéairement 2 partir des polynomes de We-
ber. Il est inutile de calculer la dérivée du wronskien W’ puisque les rela-
tions (29) indiquent que lorsque P est connu, W s’en déduit par la relation :

Q=-P (24)
b. — Calcul de T.

1 =E ;Z A (D)4 x F”N-j -D% ik F’v+j]
Utilisant (3) pour éliminer les dérivées secondes, (5) et (6) pour éliminer les
dérivées premiéres, symétrisant par rapport a j et k le résultat obtenu comme
il a été fait au a. — ci-dessus et enfin regroupant les termes deux a deux, on
obtizentvia (14) et (13):
1

1 u
T—(v+§~a-)w+2

= EN WS K DE++ DR TP p ) ik Lveked]
K j wi2 ;

k—j—2,v+j+2 j—k—2p +k+2
N D) | AT TS i ]}

(*) La notation (14)3) reavoie 3 b formule (14) de la référence (3).
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Utilisant les relations (11)(3) et 133), il vient finalement.

m

1 u? 1 m k—jp+j ji—kptk+l
T =(v+5—a-—)w £ kE-o jfo Ay l] ak [M(p+j+1)P + I‘(v+k+l)l" ]

(26)

Le probléme posé pour la généralisation de I’équation de Weber est résolu, la
fonction f = %‘ Mg D, ¢ satisfaisant P’équation différentielle du second

ordre : k=g
W -WIf+Tf=0

ou W, W’ et T sont donnés par les relations (25) et (26). Ce sont des polyno-
mes de degrés m, m—1 et m+ 2 respectivement qui s’expriment linéairement
a partir des polynomes de Weber.

Exemple :

La fonction f=D, + AD,, | + & D, 7
satisfait ’équation différentielle
4 3 2
(uu2+ﬂu+ I+ Gu+e)f"+(au +bu +cu +du+e)=0
ou les parameétres prennent les valeurs suivantes :
2
2 —u(2v+3) + 1
- A +u + 1) vy =R @+]) + g (+1)p+2) — u(2v+3)
§5=—12p €e=—Auv+u+1)
: I\ + I 2+ 1042320+ 3)+1]
a=—zu b:—zk.(;w+y+l) c=—3[)o. w+1)+p (v+1)p+2)-3u(20+3)
2
d=Npr + 3w+ +2u+v+1)
2 2 2 7 1
e=A (v+I)(v+%} +u (v+1)v +2Xp+§2) —u(2v +ﬁv+§)+v+5
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